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Resumen

El trabajo de investigacion desarrollado pone en evidencia como las dificultades que encuentran
los estudiantes para la comprension del objeto matematico Funcion lineal y afin, reportadas en
investigaciones previas, continian vigentes. Si bien este objeto matematico ha sido materia de
estudio en numerosas investigaciones, varias de ellas orientadas a mejorar los procesos de
ensefianza y de aprendizaje, se hace evidente la complejidad de su interpretacion, la dificultad
para reconocer y articular las diferentes representaciones, asi como para modelar situaciones o
fendmenos; al parecer, como resultado de la forma desarticulada y descontextualizada en que
este objeto matematico ha sido “presentado” a los estudiantes, sin abordar las nociones de
variacion y dependencia. El proposito general de esta investigacion, fue realizar una intervencion
en el aula, que posibilitara la constitucion de los “objetos mentales” variable y dependencia,
fundamentales en la comprension del concepto funcion lineal y afin, a partir de la adaptacion e
implementacion de un conjunto de tareas contextualizadas, en las cuales se utilizan distintas
representaciones asociadas a dicho concepto.

Palabras Clave: anilisis fenomenoldgico, objetos mentales, variable y dependencia,

funcion lineal.
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Introduccion

A partir del trabajo desarrollado en el aula, se pone en evidencia que las dificultades que
encuentran los estudiantes para la comprension del objeto matematico Funcion lineal y afin
continGian vigentes'; aun cuando es un objeto matematico que ha sido materia de estudio en
numerosas investigaciones, orientadas a mejorar los procesos de ensefianza y de aprendizaje, en
las cuales se ha hecho evidente la complejidad de su interpretacion, la dificultad para reconocer y
articular las diferentes representaciones; esto como resultado de la forma desarticulada y
descontextualizada en que este objeto matematico ha sido presentado a los estudiantes, sin apelar
a la nocioén de variacion.

Dada esta situacion, se considera oportuno realizar una intervencion en el aula, que posibilite en
los estudiantes la constitucion de los objefos mentales variable y dependencia, los cuales,
siguiendo las ideas de Freudenthal (1983) se constituyen en el recurso fenomenoldgico que
permite la constitucion del objeto matematico funcion; en este caso en particular el concepto de
funcién lineal y afin, a partir de la adaptacion e implementacion de un conjunto de tareas
contextualizadas, con estudiantes de noveno grado; e identificar de esta manera la evolucion
progresiva en los niveles de comprension de los estudiantes durante la implementacion,
describiendo logros y dificultades durante dicha intervencion en el aula.

En este trabajo se asume como principal referente tedrico el enfoque de la Educacion
Matematica Realista (EMR), movimiento que nace en Holanda a comienzos de la década de
1970 como reaccion al enfoque mecanicista de la ensefianza de las matematicas, reconociendo
que la educacion matematica deben guardar relacion con la realidad, mantenerse cercanas a los
nifios y ser relevantes para la sociedad; el uso de contextos realistas se convirtio en una de las
caracteristicas determinantes de este enfoque de la educacion matemadtica, es decir, son los
estudiantes quienes a partir del dialogo, la interaccion entre pares, la negociacion junto con la
mediacion del profesor, los encargados de construir su propio conocimiento, utilizando

situaciones reales como punto de partida para aprender matematicas.

1 , . . . . . , . .,
Para los propositos de este trabajo, no realizare una diferencia explicita entre los conceptos de funcion
lineal y funcion afin, en tanto que, desde el punto de vista variacional, pueden considerarse equivalentes, como lo

plantean (Posada & Villa, 2006).
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1. Aspectos generales de la investigacion
En la primera parte de este capitulo, se presenta la contextualizacién y delimitacion del problema
de investigacion, dando prioridad al reconocimiento del pensamiento variacional, desde los
lineamientos curriculares y los estandares basicos en matematicas. En la segunda parte, se realiza
una descripcion concisa del propdsito de la investigacion y, en la tercera, se presentan los
antecedentes organizados en dos clases diferentes, por un lado estudios relacionados con el
enfoque del pensamiento variacional, y por otro, se hace referencia a investigaciones
relacionadas a los registros de representacion asociados al concepto. Por ultimo, y desde mi
experiencia de aula como docente de matematicas, se presenta una sintesis de los resultados
encontrados al aplicar un instrumento de indagacion relacionado con el concepto de funcion
lineal a estudiantes de noveno grado.
1.1 Contextualizacion de la problematica
De acuerdo con mi experiencia como profesora de fisica y matematicas, he podido evidenciar
algunas dificultades que encuentran los estudiantes en relacion con la comprension del concepto
de funcion lineal y afin, problematica que se hace evidente al proponer actividades expresadas en
diferentes registros de representacion, que pueden ser matematizadas haciendo uso del objeto
matematico funcion; asi como he podido encontrar evidencias que sugieren que para algunos
estudiantes cada representacion corresponde a un objeto matematico diferente, lo cual podria
deberse al hecho de no contar con herramientas conceptuales que les permitan reconocer y
articular las diferentes representaciones del objeto funcion, o como lo perciben Rey, Boubee,
Sastre-Vazquez y Caifiitbano (2009) como resultado de la forma desarticulada vy
descontextualizada en la que este objeto matematico ha sido “presentado” a los estudiantes, cuyo
estudio en muchos casos se ha desarrollado sin considerar la nocion de variacion y dependencia.
Al respecto, y como lo plantea la (Comision para la reflexion sobre la ensefianza de la matematica -
COFREM (como se citd Rey et al., 2009) una funcién “no es ni una estadistica de valores ni una
representacion grafica ni un conjunto de célculos ni una férmula, sino todo ello al mismo
tiempo” (p. 157).
Desde los Lineamientos Curriculares de Matematica del Ministerio de Educacion nacional- MEN
(1998) se plantea el inicio y desarrollo del pensamiento variacional, como uno de los logros que
se desea alcanzar en la educacion basica, pensamiento con el cual se busca superar la ensefianza

de contenidos matemadticos fragmentados y compartimentalizados, a través de un campo
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conceptual que permita analizar, organizar y modelar matematicamente diversas situaciones,
donde la variacion se encuentra como sustrato de ellas. En los Lineamientos se reconoce la
necesidad de analizar detalladamente “los conceptos, procedimientos y métodos que involucran
la variacién para poner al descubierto las interpelaciones entre ellos” (MEN, 1998, p.72).
En los Lineamientos Curriculares para el area de matematicas, se reconoce el objeto matematico
funcion y sus modelos como uno de los nucleos conceptuales matematicos en los que estd
involucrada la variacion, constituyéndose en una “herramienta de conocimiento necesaria para
“enlazar” patrones de variacion entre variables y para predecir y controlar el cambio” (MEN,
1998, p.73). Se plantea que el desarrollo de las estructuras conceptuales del pensamiento
variacional se perfecciona con el tiempo, su aprendizaje es un proceso que madura
progresivamente para hacerse cada vez mas sofisticado, de ahi la importancia de iniciar lo antes
posible su estudio en el curriculo de matematicas, reconociendo que uno de los caminos para
dotar de sentido y significado la constitucion de este concepto es a partir de “situaciones
problematicas cuyos escenarios sean los referidos a fendmenos de cambio y variacion de la vida
practica” (MEN, 1998, p.73) que promuevan la modelacion a través de diferentes sistemas de
representacion: verbal, tabular, grafico, simbdlico y algebraico. Un analisis en tal sentido,
implica las transformaciones entre los diferentes sistemas de representacion a fin de lograr una
construccion conceptual compleja.
Desde los Estandares Basicos de competencias en matematicas, por su parte, se considera que el
pensamiento variacional se establece en “el reconocimiento, la percepcion, la identificacion y la
caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes contextos, asi como con su descripcion,
modelacion y representacion en distintos sistemas o registros simbdlicos, ya sean verbales,
iconicos, graficos o algebraicos” MEN (2004, p. 66) donde se reconoce que el desarrollo del
pensamiento variacional no se atiende de manera especifica en algun nivel de la escolaridad, es
un proceso lento y complejo que madura progresivamente, con el cual se espera generar desde la
Educacion Bésica Primaria:

Distintos caminos y acercamientos significativos para la comprension y uso de los

conceptos y procedimientos de las funciones y sus sistemas analiticos, para el

aprendizaje con sentido del calculo numérico y algebraico y, en la Educacion

Media, del célculo diferencial e integral (MEN, 2004, p. 66).
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En los Estandares se contempla que el desarrollo del pensamiento variacional se da en estrecha
relacion con los otros tipos de pensamientos matematicos (el numérico, el espacial, el métrico y
el aleatorio), y con otros tipos de pensamientos relacionados a diferentes ciencias, relacionados
principalmente con procesos de modelacion de situaciones naturales y sociales, por medio de
modelos matematicos. En este documento se plantea que el estudio de los patrones esta
firmemente relacionado con nociones y conceptos propios del pensamiento variacional
(constante, variable, funcion, razon, dependencia e independencia de una variable con respecto a
otra, y con los modelos funcionales asociados a ciertas familias de funciones), y que su
aprendizaje se debe introducir con el estudio de regularidades y la comprension de los criterios
que rigen esas regularidades, involucrando actividades que les permitan a los estudiantes
analizar de qué manera cambia el valor o forma de una secuencia o sucesion de figura, letras o
numeros; realizar conjeturas respecto a los siguientes términos de la secuencia, en donde se les
permita expresar dichos términos a través de distintas representaciones; actividades que
posibiliten al estudiantes formular un procedimiento, operaciéon o expresion algebraica que
permita reproducir la secuencia o sucesion, y finalmente; calcular los siguientes términos, para
confirmar o refutar las conjeturas iniciales e intentar generalizarlas, estrategia que se constituye
en una forma de preparar un aprendizaje significativo y comprensivo de los sistemas algebraicos
y su manejo simbolico mucho antes de llegar a los grados superiores (MEN, 2006).

Ahora bien, desde el plan de area de la institucion educativa en la que trabajo, encuentro que el
pensamiento variacional no se considera de manera progresiva iniciando desde la primaria, como
se plantea en los Lineamientos Curriculares y en los Estandares Basicos de Competencias, sino
que estd propuesto para iniciar en grado séptimo, curso en el cual no suele ser abordado o
desarrollado argumentando limitaciones de tiempo, ya que estd programado para el ultimo
periodo del afio escolar. En lo que respecta al concepto de funcidn lineal y afin, es un objeto
matematico que debe ser abordado en noveno grado segun dicho plan, el cual es usualmente
expuesto en el aula como un producto acabado, ensefiado desde un sentido estatico, a partir de
diferentes representaciones consideradas de manera aislada, en donde se privilegia la ensefianza
de una ecuacidon como una estrategia que posibilitard la solucion de problemas, sin abordar
elementos que podrian considerarse basicos, como los relacionados con las nociones de
variacion 'y dependencia, practica que Freudenthal (1983) consideraba como una inversion

antididactica, por cuanto esta orientada a ensefiar el resultado de una actividad mas que de
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ensefar la actividad misma, enfoque contrario a su propuesta fenomenoldgica, desde la cual
plantea que se deben tomar los fendmenos del mundo real, y desde las matematicas mismas,
estudiar las formas de organizarlos y abordarlos a través de objetos mentales que posibiliten ir
constituyendo los objetos matematicos, como pueden ser los de funcion lineal y funcién afin.
En relacion con los resultados obtenidos en las diferentes pruebas estandarizadas, como lo son la
Prueba Saber 11 (para el ingreso a la educacion superior), las Pruebas Saber orientadas a los
estudiantes de otros grados de la educacion basica, y las pruebas TIMSS (Estudio de las
Tendencias en Matematicas y Ciencias), Posada y Villa (2006) reconocen un desfase entre el
curriculo planteado y el logrado, pues tanto en las Pruebas Saber, como en las Pruebas TIMSS,
los resultados estuvieron muy por debajo del rendimiento promedio esperado. Especificamente
en relacion con las pruebas TIMSS, Posada y Villa (2006a) aseguran que:
[...] los estudiantes colombianos tienen un rendimiento deficiente cuando
requieren la identificacion de patrones en arreglos numéricos, presentados en
tablas, parejas ordenadas o situaciones problemas expresadas en forma verbal.
Ademas resuelven problemas si el modelo de representacion de éste sugiere la
solucion, pero su rendimiento es deficiente si la resolucion del problema implica
tanto la expresion de la informacion en un modelo algebraico, como un método de
solucion de éste. Esto quiere decir que tienen dificultad al pasar de una situacion
problema expresada en forma verbal o en tabla a otro modo de representacion,
algebraica por ejemplo, y se agudiza la situacion cuando la solucion no es directa
o involucra varias operaciones o relaciones (p. 22).
Dada la situacion planteada en los parrafos anteriores, se considera oportuno realizar una
intervencion en el aula, que posibilite en los estudiantes la constitucion de los objetos mentales
de variable y dependencia, los cuales, siguiendo las ideas de Freudenthal (1983) se constituyen
en un recurso fenomenoldgico fundamental en la constitucion del objeto matematico funcién, y
en este caso en particular el concepto de funcion lineal y afin, a partir de la adaptacion e
implementacion de un conjunto de tareas contextualizadas, en las cuales se utilizan distintas
representaciones asociadas al concepto, promoviendo la articulacion entre ellos.
Por ultimo, y considerando la situacion planteada hasta este punto, es oportuno plantear la

siguiente pregunta que orienta el desarrollo de este trabajo de investigacion ;De qué manera la
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constitucion de los objetos mentales variable y dependencia, propician la comprension del
concepto funcion lineal y funcion afin por parte de los estudiantes?
1.2 Propositos de la investigacion
El proposito de esta investigacion es posibilitar en los estudiantes la constitucion de los objetos
mentales variable y dependencia, orientada a potenciar procesos de ensefanza y aprendizaje del
objeto matematico funcion lineal y afin.
En tal sentido, se parte de ajustar y desarrollar una intervencion en el aula enmarcada en la
constitucion de los objetos mentales variable y dependencia, orientada a fortalecer los procesos
de ensefanza y aprendizaje del concepto funcidn lineal y afin, con estudiantes de noveno grado;
asi como identificar y caracterizar la evolucion progresiva en los niveles de comprension de los
estudiantes durante la implementacion de las tareas ajustadas, describiendo logros y dificultades
durante dicha intervencion en el aula.
1.3 Antecedentes
Teniendo en cuenta que este trabajo de investigacion toma como referente el enfoque del
pensamiento variacional de los objetos matematicos funcion lineal y funcion afin, planteados en
los Lineamientos Curriculares MEN (1998) y en los Estandares Bésicos de Competencias en
Matematicas MEN (2006); asi como en el estudio de las representaciones asociadas al mismo, se
revisaron algunos trabajos encaminados en esta direccion, tanto a nivel nacional como
internacional, con el proposito de establecer algunos referentes teoricos que puedan orientar el
desarrollo de esta investigacion.
En principio, se relacionan cuatro estudios que abordan una discusion desde el enfoque
variacional, finalmente se revisan cuatro trabajos que dan cuenta de aspectos relacionados con
los sistemas de representacion.

1.3.1 Estudios de la funcion relacionados con el enfoque variacional.
En una investigacion sobre el concepto de funcion desarrollada por Sierpinska (1992, como se
citd en Ruiz-Higuera, 1993) se plantea el problema general de la comprension de un concepto
matematico, y a partir de un desarrollo histérico-epistemologico del concepto de funcion, se
reportan algunos obstaculos epistemologicos presentes en la comprension de dicho concepto, en
donde se reconoce que para hablar de comprension en matematicas, el andlisis debe centrarse en

el paso desde antiguas formas de conocer a nuevas formas de conocer, prestando especial
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atencion en los actos de comprension y en los actos de superacion de obsticulos. Segun
Sierpinska (1992 como se citd en Ruiz-Higuera, 1993) plantea la siguiente pregunta basica:
A qué hace referencia la definicion de funcion? (X, Y, f). X e Y se refieren al
mundo de los cambios, 0 bien a los objetos cambiantes; el simbolo f se refiere al
mundo de las relaciones entre cambios u objetos cambiantes, o al mundo de los
procesos que transforman objetos en otros objetos. Estas relaciones deben estar
bien definidas y esto se refiere al mundo de los criterios, modelos y leyes (pp. 30-
31).
Y sefiala ademas, que la ensefanza de las funciones deberia desarrollarse en el aula de clase de
manera analoga a como se presentd en la historia, primero como modelo de relaciones,
posteriormente, como herramienta para la descripcion y la prediccion. Una de las conclusiones
del trabajo de Sierpinska (1992 como se cit6 en Ruiz-Higuera, 1993) reporta que:
Los estudiantes deben interesarse en explicar los cambios, y determinar asi
regularidades; identificando no so6lo aquello que cambia, sino también como
cambia; en donde las expresiones analiticas de las funciones deberia constituirse
como herramientas que permitan modelar situaciones de la vida real (p. 93).
En relacion con lo curricular, Garcia, Serrano y Camargo (1998) plantean una propuesta para
abordar las nociones de funcién como dependencia y la proporcionalidad como funcién lineal en
la educacion basica, donde la funcion es propuesta como un organizador curricular. Para estos
autores, “la nocion de funcion como dependencia, es herramienta imprescindible para abordar los
mas variados problemas de los distintos campos, puesto que en éstos lo que interesa modelar
matematicamente son los mundos que cambian y el cambio” (p. 23). Esta propuesta parte de un
disefio de unidades que permitan generar procesos reflexivos y mejorar la practica educativa de
las matematicas, proponiendo algunos modelos nucleadores para la formulacion de unidades
didacticas, entre los que estan: exploracion y tipos de regularidad, patrones de repeticion,
patrones de crecimiento, patrones numéricos y geométricos, estudio de patrones con la
calculadora como herramienta didactica, entre otros, este tipo de actividades potencia el
reconocimiento de estructuras y contribuye a describirlo verbal y simbolicamente, siendo la
generalizacion la que permite al estudiante prepararse para el uso de variables en el futuro. La

habilidad para reconocer patrones, debe llevar intuitivamente a formulas y relaciones



Conceptualizacion de la funcion lineal y afin: Una experiencia de aula 19

matematicas que tengan la estructura de relacion funcional entre el valor numérico con el puesto
que ocupa la secuencia.

En el contexto universitario, Rey et al. (2009) plantean que los estudiantes que ingresan a la
universidad encuentran dificultades para interpretar, definir y graficar funciones que permitan
modelar situaciones problematicas, tanto del campo de la matematica como de otras areas del
conocimiento, y que se encuentra una diversidad de concepciones asociadas a la nocion de
funcién, producto de un sistema educativo que no ha promovido el estudio y el andlisis de la
variabilidad de fendmenos asociados al cambio, sino que por el contrario se ha enfocado en el
uso de rutinas y procedimientos algoritmicos, en donde, la expresion algebraica de una relacion
funcional se reduce basicamente a “recetas” dejando de lado su gran poder modelizador.

Rey et al. (2009) reconocen que las formulas algebraicas “son visualizadas como conjunto de
técnicas eficaces para encontrar el valor de las incdgnitas, esta concepcion elimina el sentido de
variabilidad, movilizando incégnitas en lugar de variables” (p. 154) ademas, muchas de las
dificultades que encuentran los estudiantes estan relacionadas con la ausencia de su potencial
modelizador durante su ensefianza, e identifican la variacion y la dependencia, como los
principales elementos constitutivos en los proceso de ensefianza y de aprendizaje de la nocion de
funcion. Destacan la importancia y reconocimiento de las representaciones mentales de los
alumnos adquiridas previamente al ingreso a la Universidad, el poder modelizador del concepto
de funcion, basado en sus elementos constitutivos de dependencia y variabilidad que le otorgan
su caracter dindmico, la necesidad de diferenciar el concepto funcion de sus representaciones en
los distintos registros, asi como la resolucion de situaciones problematicas contextualizadas, que
promuevan la articulacion entre los diferentes registros.

Desde un enfoque integral, en el contexto de la educacién bésica secundaria, Posada y Villa
(2006a) reportan el disefio e implementacion de una propuesta didactica de aproximaciéon al
concepto de funcidn lineal, a partir de la consolidacion del pensamiento variacional, mediante
tres elementos didacticos fundamentales, como son: la nocién de variacidon como base en la
construccion del concepto matematico de variable, el proceso de modelacion matematica como
una estrategia didactica, y los sistemas semidticos de representacion como elementos que
facilitan los procesos de modelacion y permiten objetivar los conceptos matematicos.

En relacion con los procesos de ensefianza y de aprendizaje de las funciones, Posada y Villa

(2006b) plantean que “su estudio se ha desarrollado sin apelar a la nocioén de variacion y esto ha
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impedido verlas como modelos matematicos” (p. 130) concluyendo que las estrategias recientes

de ensenanza del objeto matematico funcién son insuficientes para lograr que los estudiantes

reconozcan, en este concepto, una herramienta fundamental en la modelacion de fendmenos que

implican variacion y cambio de magnitudes.

Dentro de los resultados encontrados, Posada y Villa (2006b) sefialan que:

e La funcién es un concepto que en cuanto a sus sistemas de representacion y

como modelo de situaciones de variacion ha evolucionado historicamente, ello
sugiere la presencia de situaciones que involucren: la identificacion de
regularidades, razones y proporciones, descripcion de graficas, expresiones
analiticas, relaciones de dependencia; como elementos indispensables en la
construccion de dicho concepto, que permiten pensar en ideas para el disefio de
situaciones que ayudan a los estudiantes a reconocer, en el concepto de funcion,
un modelo matematico que describe, sistematiza y organiza situaciones en
contextos particulares donde intervienen fenomenos de variacion y cambio.
Trabajar desde un enfoque de modelacién matematica requiere largos periodos
de tiempo, y debe ser abordado desde los primero anos de escolaridad. Este
estudio, realizado en grados superiores, se centrd fundamentalmente en la fase
de abstraccion-formulacion, la cual posibilité que los estudiantes reconocieran
en el concepto de funcion lineal, un modelo que permite describir situaciones en
contextos particulares, no obstante, se reportan dificultades en la fase de
validacion y modificacion.

En cuanto al sistema de representacion grafico no se logréd avanzar en su
compresion, dado que los estudiantes tenian un conocimiento muy limitado de
este registro como representante de una relacion entre variacién de magnitudes.
Su interpretacion iba desde una mirada meramente iconica hasta una vision muy
puntual de la relacion, es decir, no habia una interpretacion por intervalos o
global de la grafica, lo cual no permitié reconocer las caracteristicas de variacion

que se pueden observar en este registro ((pp. 171-178).

En sintesis, una buena comprension del concepto de funcion, implica pensarlo como un modelo

matematico de relaciones de variacion, apoyado en los diferentes sistemas semidticos de

representacion.
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1.3.2 Estudios de la funcion y sus representaciones.

En un contexto de educacion superior, Guzméan (1998) describe un estudio basado en la teoria de
Registros Semioticos de Representacion Duval (2006) y su incidencia en el aprendizaje de
algunas propiedades de las funciones, el cual tuvo como objetivo poner en evidencia los sentidos
que tienen algunas nociones asociadas al concepto de funcidn para 75 estudiantes de primer afno
de ingenieria, expresadas en los registros de representacion grafico, algebraico y lenguaje
natural. Desde esta experiencia, la autora reconoce que una actividad cognitiva propia en el
proceso de ensefanza —aprendizaje de las matematicas como lo plantea Duval (2006) consiste en
distinguir y coordinar distintos registros de representacion, los cuales deberian constituirse como
objetivos pedagogicos en la ensenanza de las matematicas. Dentro de las conclusiones mas
relevante de este trabajo estan:

e Las respuestas de los estudiantes estan dadas en un solo registro, de manera
explicita no se evidencian coordinacion entre dos 0 mas registros.

e Las respuesta dadas por los estudiantes se expresan en el mismo registro en el
que se formuld la pregunta, o recurren al registro algebraico, el cual es
privilegiado en las clases.

e Se evidencian deficiencias conceptuales y falta de coordinacion entre
registros, esto como una posible consecuencia de la ensefianza recibida por
estos estudiantes.

e Las respuestas dejen al descubierto que los estudiantes cuentan con una
concepcion parcial del concepto estudiado, y encuentran dificultad para
formular explicaciones en el registro natural por escrito.

e Finalmente sugiere la importancia de enfrentar a los estudiantes a situaciones
o problemas que requieran la articulacion entre las distintas representaciones
semioticas el objeto matematico estudiado, asi como, una mayor presencia del
registro natural en las clases de matematicas (pp. 19-21).

En un contexto de educacion basica secundaria, Vergel y Leon (1997) parten del reconocimiento
de las dificultades en los procesos de ensefianza — aprendizaje relacionados con el concepto de
funcion, y frente a esta problematica, proponen una intervencion en el aula centrada en el
desarrollo de situaciones — problema. El propdsito de este trabajo es el de adaptar e implementar

una propuesta sobre la ensefianza del concepto de funcion lineal, basada tanto en algunas formas
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de representar una funcién (verbal, tabla, grafica o formula), como en el uso e interpretacion que
de éstas se haga, asi como los procedimientos utilizados en la traduccion de una forma de
representacion a otra. La propuesta tomada como base, es planteada por Azcarate y Deulofeu
(1996) y, adaptada para el caso especifico de la ensefanza del concepto de funcion lineal en
grado octavo; en esta adaptacion se presenta un esquema y las hipotesis del trabajo sustentadas
por Azcarate y Deulofeu (1996); Janvier (1987), y Sfard (1992) las cuales se corroboraron en el
desarrollo de la investigacion.

En esta propuesta se consider6 pertinente trabajar el concepto de funcion lineal, al pensarlo como
un conocimiento que permite articular el trabajo en matemadticas, de igual manera es considerado
un objetivo importante de la educacion, en tanto que ofrece modelos para interpretar la realidad,
posibilitando actuar en ella. Se est4 frente a una estructura conceptual nucleadora, con un enorme
campo de aplicacion tedrica y practica, es por ello que en esta propuesta se considera que dicha
estructura conceptual merece atencidn en su enseflanza, mas aun, si se es consciente de la
complejidad de su comprension por parte de los estudiantes, la dificultad para el reconocimiento
de las diferentes imagenes que constituyen el mismo objeto y la forma como se trabajan temas
especificos que involucran el concepto de funcion, exigiendo profundas construcciones tedricas.
Dentro de las conclusiones mas relevante de este trabajo estan:

e La implementacion de las actividades propuestas, posibilitd en los estudiantes
un acercamiento a diferentes formas de representar una funcion lineal y a los
procesos involucrados en el uso, interpretacion y traduccidn, entre otras
formas de representar el concepto.

e Las hipdtesis plantadas, con base en la tesis de Azcarate y Deulofeu (1996)
Stard (1992),entre otros, se corroboran durante el desarrollo de la propuesta en
tanto se evidencid en los estudiantes un acercamiento al concepto de funcién
lineal

e Durante la propuesta se plante el trabajo en diversos conjuntos numéricos. Al
respecto se observo en el trabajo de aula que los estudiantes usan con alguna
propiedad los numeros naturales y enteros, sin embargo, en otros universos
numéricos se evidencian algunas dificultades respecto a la conceptualizacion y

a la operatividad.
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e Se observa que los estudiantes eran capaces de inferir el enunciado verbal
como una forma de representar una funcion, fue dificil para ellos simbolizar lo
verbalizado e interpretar la simbolizacion usada en el contexto de las
funciones. Sin embargo evidenciaron algunos logros en cuanto al uso de un
lenguaje simbolico formal, en particular el uso de letras para representar
numeros generalizados y como parametros una relacion funcional.

e Una forma de trabajo en el aula como la desarrollada en esta experiencia,
propicia en el ambiente escolar, mayor comprension del estudiante sobre lo
que hace, la reelaboracion de sus preconceptos, toma de conciencia sobre la
necesidad e importancia de argumentar sus afirmaciones e igualmente la
relevancia de escuchar los argumentos del otro (pp.117-119).

Planchart (2000) en su tesis doctoral, aborda la idea de mejorar los procesos de ensefianza y de
aprendizaje del concepto de funcion y para ello requiere que este concepto sea analizado desde
cuatro aspectos medulares: proceso didactico en la adquisicion de las funciones, la visualizacion,
los sistemas de representacion, y la modelacion desde el contexto fisico y geométrico; y para ello
propone, en primer lugar, identificar y analizar las dificultades que surgen durante el proceso que
conduce al aprendizaje de las funciones. En segundo lugar, analizar el papel de la visualizacion
en la conceptualizacion de las funciones, disenar modulos de actividades donde se incorpora la
modelacion matematica como articulacion de los registros semioticos en la ensehanza y
aprendizaje de las funciones. Propone a los estudiantes tareas de modelacion y simulacion
disefiada con medios tecnologicos, en las que se requieren la articulacion de diferentes registros
de representacion para dar solucion al problema.

Dentro de los hallazgos y las conclusiones mas relevantes de este trabajo, basadas en los analisis
de los resultados de los cuestionarios, las entrevistas y las actividades realizadas con los
estudiantes, estan:

e Las dificultades en el manejo de las distintas representaciones semioticas
utilizadas en el concepto de funcion.

e La tendencia a pensar que las funciones son continuas, lo cual es propiciado
en muchos casos por el docente, quien privilegia las funciones contintas con
una unica formula. Ante el registro grafico, los estudiantes tienden a unir los

puntos, lo cual consideran un requerimiento para ser funcion.
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Las dificultades relacionadas con la notaciéon simboélica de la funcidn; su
lectura adquiere otra dimension, por ejemplo, deja de ser funciéon para
convertirse en una operacion aritmética de multiplicacion.

Las dificultades en la conversion, tanto del sistema de representacion grafico
como del sistema en lenguaje natural (sobre situaciones fisicas) al sistema

algebraico (Planchart, 2000, p.161).

Sin embargo, dicho autor reconoce que los estudiantes participaron activamente en el proceso de

modelacion, entendiéndolo como una alternativa didactica que permite coordinar los distintos

sistemas de representacion.

Por otra parte, desde una investigacion desarrollada en México por Peralta (2002) con

estudiantes universitarios, fundamentada en los trabajos de Duval (1.998) sobre los registros de

representacion semiotica, también se reportan dificultades asociadas al aprendizaje de la funcion

lineal al trabajar transformaciones de conversion entre representaciones graficas, algebraicas y

tabulares. Entre las conclusiones se destaca que:

Los estudiantes no cuentan con un significado claro de la nocion de pendiente,
ya que ninguno de ellos asocia el signo de la pendiente con la inclinacion de la
recta, frente a esta condicion es complicado que puedan convertir las
representaciones graficas en algebraicas o viceversa.

De manera general los estudiantes recurren a graficar una a una las parejas
registradas en las tablas, y solo a partir de una representacion grafica logran
determinar si la relacion entre las variables es o no lineal. El registro tabular
es considerado por los estudiantes como una herramienta que les permite
ubicar puntos en el plano cartesiano y no como una representacion en si
misma.

Los errores registrados no solo revelan un descuido notorio de las actividades
de conversion por parte de la ensefianza, sino ademas una confianza excesiva
de los estudiantes en los procedimientos que han logrado mecanizar y de los
que no manifiestan tener una significacion clara.

Es muy dificil que los estudiantes puedan utilizar con éxito la funcion lineal
como herramienta para resolver problemas de oferta y demanda; ya que no

muestran una articulacion espontanea y libre de sus diversas representaciones,
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lo que lleva a pensar que no hay una aprehension conceptual del objeto bajo
estudio (pp, 172-173).
En concordancia con los procesos de conceptualizacion del objeto matematico funcion, diversos
trabajos de investigacion Gutiérrez (2007); Ospina (2012); Planchart (2000); Posada y Villa
(2006a); Rey et al. (2009) Vergel y Leon (1997) entre otros, dan cuenta de la complejidad de
su comprension por parte de los estudiantes; encontrando que una de las dificultades que se
evidencia es la manera como se abordan los procesos de ensefianza y aprendizaje en el aula, pues
“en muchos casos, primero se formaliza el conocimiento a ensefiar y luego se aplica en la
resolucion de ejercicios que, en general, estdn construidos exclusivamente para la aplicacion
directa del concepto aprendido, sin ningun tipo de transformacion” (Rey et al., 2009, p. 153). En
lo que refiere a los procesos de ensefianza de la nocion de funcién, se da lugar a concepciones
muy restringidas:
Se utilizan formulas como “recetas”, sin utilizar su gran poder matematizador. Las
formulas algebraicas son visualizadas como conjunto de técnicas eficaces para
encontrar el valor de la incognita, esta concepcion elimina el sentido de
variabilidad, movilizando incognitas en lugar de variables (Rey et al, 2009, p. 2).
De igual manera, las propuestas que consideran las funciones y sus representaciones, coinciden
en afirmar que la principal causa en las dificultades de aprendizaje de las funciones radica en la
conversion entre los diferentes registros de representacion, también reconocen la dificultad que
encuentran los estudiantes para interpretar el comportamiento global de las graficas; registro que
no logran articular con el registro algebraico, resultado de précticas educativas que se apoyan en
“la yuxtaposicion simultanea de varias representaciones de un mismo objeto” Duval (2006,
p.151) practicas que en el mejor de los casos, predisponen a los estudiantes a mecanizar los
procedimientos en lugar de articular las diferentes representaciones, en donde se privilegia el
registro algebraico por encima de los demds, que en muchos casos son considerados por los

estudiantes como herramientas y no como representaciones en si mismas.
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1.4 Una mirada desde la experiencia de aula: Un caso en grado 9°

Previo al disefio y desarrollo del conjunto de tareas propuesto para la intervencion en el aula que
se reporta en este informe, se toma como punto de partida el andlisis a las respuestas obtenidas
en un instrumento de indagacion, orientado a establecer, si a partir de una situacion dada, los
estudiantes reconocian opciones de representar la funcion lineal; instrumento que inicialmente
fue aplicado a un grupo de estudiantes de noveno grado, diferente a la poblaciéon con la cual se
desarroll6 la propuesta de intervencion en el aula, quienes previamente habian desarrollado la

tematica de funcion lineal con otro docente de la misma institucion.

Instrumento de indagacion

Fernando se encontraba desempleado desde hace mas de 6 meses, tiempo durante el cual se dedico a repartir
hojas de vida y presentar varias entrevistas. Para su sorpresa, encontré que habia sido seleccionado para
trabajar con la Compaiiia de Gaseosas del Norte, encargada de la produccion y distribucion de Gaseosas.
Fernando fue asignado al drea de produccion, contratado especificamente para operar la maquina
semiautomadtica de tapar botellas, trabajando 8 horas diarias de lunes a sabado, de 8:00 a.m. a 5:00 p.m.,
periodo durante el cual toma una hora de receso para almorzar y descansar. Después de dos horas de
haber sido ubicado en su punto de trabajo, Fernando observo que la maquina operada por él habia tapado
1.800 botellas.

1. Proponga una tabla que le permita comparar el numero de botellas tapadas por la maquina que opera
Fernando en relacion al tiempo transcurrido.

2. Represente en un grdfico cartesiano la situacion descrita en la tabla anteriormente propuesta por usted.
3. Explique como se puede saber la cantidad de botellas tapadas en un determinado tiempo y encuentre

una expresion o una formula que permita determinar el numero de botellas que Fernando tapa en x
horas

Figura I. Instrumento de indagacion.

El disefio del instrumento de indagacion fue el resultado de adaptar una de las situaciones
propuestas en el trabajo desarrollado por Posada y Villa (2006a) la cual fue pensada como una
situacion susceptible de ser organizada (matematizada) a través de la funcion lineal y no como
una tarea rutinaria que debe ser solucionado por los estudiantes. Por medio de esta situacion
presentada en el registro lenguaje natural, se analizo, por un lado, la manera en que el estudiante
reconoce y establece relaciones entre las variables que intervienen en la situacion, y por otro, la
manera de caracterizar la situacion dependiendo del tipo de variacidon que percibe; igualmente, si

por medio de dicha caracterizacion, lograba matematizar la situacion a través de la funcion
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lineal. Adicionalmente se indago por las posibilidades que tienen los estudiantes de trabajar con
distintas representaciones y de articularlas en el proceso de matematizacion.

Frente al desarrollo del trabajo individual, los estudiantes plantearon propuestas de solucion que
pueden caracterizarse de la siguiente manera:

1). Respecto al primer punto del instrumento de indagacion, en el cual se busca
determinar si el estudiante reconoce la existencia de una relacion de dependencia entre las
magnitudes y consigue establecer dicha relacion mediante el registro tabular.

La siguiente clasificacion reune en grupos de resultados, las elaboraciones de los
estudiantes:

No responde (2,61%). Este grupo retine a los estudiantes que no propusieron ningin tipo
de registro como estrategia de solucion.

No Reconocen ni establecen relaciones entre las magnitudes (13,15 %). En este grupo
se recogen las producciones de los estudiantes que presentan una tabla en la que intentan
consignar la mayor cantidad de informacidon proporcionada por la situacion, en la cual, se
evidencia que los estudiantes no logran reconocer las magnitudes involucradas, ni establecer

relaciones de dependencia entre ellas.
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Figura 2. Ejemplo de los estudiantes que no reconocen ni establecen relaciones entre las

magnitudes

Reconocen las magnitudes relacionadas pero no identifican la relacion (29%). Corresponde a
las producciones de los estudiantes que reconocen que las magnitudes que intervienen en la
situacion estan relacionadas, no obstante, establecen diferentes tipos de relaciones a la planteada
entre las variables en la situacion. En este grupo se encuentra la produccion de estudiantes que
proponen tablas en donde aparentemente relacionan el tiempo con el nimero de botellas tapadas,

sin embargo, la relacion que establecen no es de dependencia, por ejemplo, en algunas
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producciones se evidencia que constituyen cambios de dos en dos de manera independiente para

cada variable, sin establecer ningtn tipo de relacion funcional entre ellas.
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Figura 3. Ejemplo de los estudiantes que reconocen que las magnitudes estan relacionadas pero

no establecen la relacion

Reconocen y establecen relaciones entre las magnitudes (55,26 %). En este grupo se recoge las
producciones de los estudiantes que identificaron y establecieron adecuadamente la relacion de
dependencia entre las variables, a través del sistema de representacion tabular. En algunos de
estos casos, los estudiantes propusieron tablas con alguna informacion que insinua el
reconocimiento de la relacion de dependencia, no obstante, la poca informacion registrada y la
manera de relacionarla, no permite evidenciar la relacion de variacion entre las magnitudes
involucradas, otros sugieren una tabla de datos en donde registran exclusivamente la informacion
suministrada por la situacion, en la cual no se proponen datos diferentes a partir de la relacion

establecida.
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Figura 4. Ejemplo de los estudiantes que reconocen y establecen relaciones entre las magnitudes
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Frente a las respuestas obtenidas a nivel individual, una de las que gener6 la necesidad de
realizar una entrevista, fue la dada por Leidy (primera tabla, figura 4); entrevista en las que
basicamente se buscd complementar y precisar las respuestas en aquellos casos en los cuales no

hubo claridad respecto a los procedimientos empleados por los chicos. Intervencién estudiante,

intervencion de la profesora.

Estudiante (Leidy): Aca dice que después de dos horas tapaba 1800 botellas, entonces pues por hora son 900,
;no?

Profesora: entonces en una hora 900, y, jen dos horas?
Estudiante (Leidy): pues ahi estd, cada hora son 900 [se rie] sino que sumdndolas todas da esto [sefiala en el

instrumento escrito el valor de 6.300] la primera hora da esto (seiiala hoja de respuestas), en la segunda da esto
(sefiala hoja de respuestas), no en dos horas, sino a la segunda.

Figura 5. Intervencion estudiante, intervencion de la profesora.

Es evidente Leidy reconoce la relacion de dependencia entre las magnitudes involucradas en la

situacion cuando afirma “pues ahi estd, cada hora son 9007, sin embargo, la estudiante

establece a través del registro tabular relaciones de manera independiente, no acumulada, en la
primera hora tapa 900 botellas; a la segunda hora otras 900, a la tercera otras 900 y asi
sucesivamente.

Con respecto al primer punto en términos generales, se puede decir que los estudiantes
reconocen en el registro tabular una opcion de representar la situacion, a través del cual se
evidencia que estos jovenes logran reconocer y relacionar las variables involucradas,
estableciendo en algunos casos relaciones improcedentes. Cabe resaltar que en algunos de estas
producciones se evidencia que el dato referente a la hora de receso gener6 confusiones, ya que
asumian que este tiempo estaba incluido en las ocho horas de trabajo.

2). Con respecto al segundo item, con el cual se pretendia indagar la posibilidad que tiene los
estudiantes de articular la representacion inicial (tabular) con la representacion grafica, y
determinar si los estudiantes reconocen en el registro grafico una opcidon de representar la
situacion a través de la funcion lineal, se puede afirmar que los estudiantes a nivel general,
cuentan con una escasa comprension de este registro y encuentran dificultades para la utilizacion
del mismo, por ejemplo, en algunas producciones se evidencia una dificultad generada por el uso

de distintas unidades de tiempo, en otro, desaciertos en el primer punto generaron dificultades
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para representar la situacion a través del registro grafico. La siguiente clasificacion muestra el
nivel en el que se pueden agrupar las elaboraciones de los estudiantes.

No responde (29 %). Este grupo reune a los estudiantes que no propusieron ningun tipo
de registro como estrategia de solucion o que propusieron un registro que sugiere un plano
cartesiano en donde no se evidencia relacion alguna entre las magnitudes que intervienen en la
situacion.

Grdfico sin variacion (5 %). Este grupo retine las producciones de los estudiantes que
proponen un grafico cartesiano en donde establecen relaciones entre las magnitudes en donde se
excluye la variacion, ya que el cambio en una de ellas no genera cambios en la otra. No logran

establecer una relacion de variacion entre las magnitudes registradas.
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Figura 6. Ejemplo de Grafico sin Variacion

Grdfico para datos (8 %). Corresponde a las producciones de los estudiantes que
utilizan el registro grafico para ubicar datos correspondientes a la informacion suministrada en el
problema, desconociendo completamente la relacion de dependencia entre las magnitudes. En la
Figura # se muestra el registro de un estudiante que intenta capturar y relacionar informacion

suministrada en el instrumento indagacion a través de graficas cartesianas.
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Figura 7. Ejemplo de Grafico para datos
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Grdfico punto a punto (58 %). En este grupo se ubican las propuestas de los estudiantes
que se limitaron a transcribir los datos propuestos en la tabla al registro grafico cartesiano,
algunos de los cuales emplearon como estrategia de solucidn la transcripcion de la tabla punto
por punto al registro grafico cartesiano, accion que le permite establecer una correspondencia
entre los datos registrados en la tabla, pero que le impide visualizar realmente la relacion de
variacion entre las dos cantidades de magnitud. Frente a esta categoria es importante resaltar que
algunos estudiantes escogieron la representacion de barras como la mejor manera de representar

los datos obtenidos en el primer punto

A Mess+6
noiay |
hotay .i_ﬂ
na1ad- L. | $ore .
n'\.rn-h,i:ﬁ_f,_ld_“__i ) \ i ,
. % \ |
'_‘;Cﬁq{.urf\(’;,,_-,‘*., ...}‘ i ‘ _i

’! ﬁ 3 . 28'800 H.200 1800 466 "';mz‘q
(Z' 1" 'bc:. (& o bo tellas ’

Figura 8. Ejemplo Gréfico punto a punto

3). En cuanto al tercer punto del instrumento de indagacion, con el cual se desea determinar si
los estudiantes consiguen explicar y generalizar la relacion de dependencia entre las variables
involucradas, puedo afirmar que la gran mayoria de estudiantes encontraron dificultad para
constituir una expresion simbolica (algebraica) que les permita generalizar la relacion funcional
entre las variables, tan solo una estudiante consigue obtener una expresion funcional entre las
variables involucradas. La siguiente clasificacion muestra el nivel en el que se pueden agrupar
las elaboraciones de los estudiantes.

No responden (25,6 %). Corresponde al grupo de estudiantes que no contestaron la tercera
pregunta.

Relaciones Generales (35,9%). Corresponde a la produccion de los estudiantes que
establecen expresiones en las que vinculan las variables sin establecer ningln tipo de relacion
funcional entre ellas, en algunos de estos casos se evidencian formulas en las que involucran

informacion innecesaria, incluso se observan casos en donde plantean como alternativa de
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solucion sistemas de ecuaciones 2X2 (tematica que estaba siendo abordada en el momento de la

implementacion) que manipulan, haciendo coincidir su solucioén con los datos del problema.

Figura 9. Ejemplos relaciones generales

Relaciones particulares (35,9%). En este grupo se ubican las propuestas de los
estudiantes que a pesar de no haber conseguido generalizar la relaciéon entre las variables,
propusieron una relacién de caracter funcional tnicamente desde casos particulares. Un bajo
porcentaje de los estudiantes ubicados en este grupo intentan explicar la relacion entre las
variables involucradas, explicacion que se fundamentd basicamente en las operaciones que se

debian desarrollar para determinar la cantidad de botellas tapadas para un determinado tiempo.
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Figura 10. Ejemplos relaciones particulares

Relaciones funcionales (2,6%). Corresponde a la produccion de una estudiante que
reconoce y consigue expresar de manera general la relacion funcional entre las variables. La
expresion planteada es formulada en un lenguaje no algebraico e intenta involucrar las variables

x (hora) y la variable y (botellas tapadas).
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Figura 11. Ejemplo relaciones funcionales

Con respecto al trabajo en grupo, en términos generales se evidencian las siguientes propuestas

de solucion:

En el trabajo realizado por algunos grupos muestra que no hubo un acuerdo entre sus
integrantes para realizar una propuesta de solucion conjunta, dado que la propuesta
presentada por algun integrante del grupo es aceptada como valida sin mayor
discusion y presentada como un trabajo desarrollado en grupo.

Es de resalta que de forma individual algunos estudiantes no propusieron ningln tipo
de solucion frente al trabajo individual, sin embargo, frente al trabajo en grupo,
proponen estrategias y posibles opciones de solucion.

Respecto a las propuestas de solucion del segundo punto, la mayoria de los grupos
optaron por los diagramas de barras como la mejor opcion para representar los datos,
a pesar que en algunos casos no fue considerada como una opcion de respuesta frente
al desarrollo del trabajo individual de ninguno de los integrantes del grupo.

Al igual que en el trabajo individual, con respecto a la variable de tiempo, los
estudiante involucran diferentes unidades de medida indistintamente para tabular y
representa en el plano cartesiano.

En el trabajo en grupo se observan basicamente las mismas dificultades registradas en

el trabajo a nivel individual.

A manera de sintesis y en términos generales, el grupo de estudiantes con el cual se realizo el

andlisis preliminar, no reconoce en el concepto de funcion lineal (tema que desarrollaron

previamente con otro docente de la misma institucién), una herramienta que le permita

matematizar la situacion presentada. Adicionalmente los resultados permiten confirmar la

dificultad que encuentran los estudiantes para expresar la relacion entre las variables mediante

los sistemas de representacion grafico y simbolico, lo cual no permite evidenciar una actividad

de conversion entre los registros de representacion tabular, grafico y simbolico.
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2. Marco referencial

Este capitulo estd dedicado a describir los elementos que conforman la fundamentacién teorica
de esta investigacion, en la cual se asumen como referente tedrico y metodolédgico el enfoque de
la Educacion Matematica Realista de Bressan, Gallego, Pérez y Zolkower (2016) se presenta un
analisis fenomenoldgico del concepto funcidon; adicionalmente se explicitan elementos de la
Teoria de Registros de Representacion Semiotica Duval (2006) que aportan elementos
importantes en los procesos de constitucion de los modelos matematicos y la articulacion entre
ellos.
Los inicios de la Educacion Matematica Realista se remontan a la década de los 70, periodo en el
cual se hace evidente la necesidad de transformar la situacion en la cual se encontraba la
ensefianza de las matematicas, orientada hacia la matematica moderna, enfoque mecanicista que
provocod profundos inconvenientes que superaban las “supuestas ventajas que se esperaban
conseguir como el rigor en la fundamentacion, la comprension en las estructuras matematicas, la
modernidad y el acercamiento a la matematica contemporanea” (MEN,1998, p.15)
Dadas las circunstancias en las que se encontraba la ensenanza de la matematicas, Holanda, uno
de los paises que en la década de los setenta observd con prevencion al movimiento de la
matematica moderna, propone un movimiento de reforma que dio origen, en 1968, al proyecto
Wiskobas. Para la consolidacion de este proyecto fueron trascendentales las ideas de Freudenthal
acerca de las matematicas, su profundo interés por su ensefianza y aprendizaje, a través de
experiencias de aula recogidas. Dicho proyecto se impulso entre 1970 y 1977, y consisti6 en
impedir que el movimento de la Matematica Moderna afectara la educacion matematica
holandesa, mediante la constiticion de un proyecto curricular innovador para la ensefianza
elemental de las matematicas, la formacién de docentes en ejercicio como motores de cambio,
desarrollos educativos en consulta con el educador, disefio y discusiones de ejemplos
inspiradores, entre otros.
Freudenthal (1.980, pp 35-38, como se citdé en Bressan, Zolkower & Gallego, 2004) reconoce
que el término educacion

Comprende tanto el logro de los objetivos de la instruccion formal como el

desarrollo de actitudes de toda clase: morales, sociales, emocionales, religiosas y

cognitivas. Todo esto hard del ser humano un hombre culto, formado, que es uno

de los objetivos mas relevantes de la educacion matematica (p. 4).
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2.1 Ideas basicas sobre la Educacion Matematica Realista (EMR)

La Educacion Matematica Realista es una teoria global que se precisa en un conjunto de
principios y teorias locales de ensefianza de temas de la matematica, segiin Bressan et al. (2016)
mas que una teoria clara y precisa de educacion matemadtica, consiste en ideas bdasicas entre e/
como y el qué de la ensefianza matematica; el analisis y la reflexion continua de estas ideas, han
dado lugar a lo que ahora conocemos por EMR, es una teoria que ain hoy se encuentra en
construccion, en la que se reconoce que la educacion matematica deben guardar relacion con la
realidad, mantenerse cercanas a los niflos y ser relevantes para la sociedad; el uso de contextos
realistas se convirtid en una de las caracteristicas determinantes de este enfoque de la educacion
matematica, es decir, son los estudiantes quienes a partir del dialogo, la interaccion entre pares,
la negociacién y mediacion del profesor, los encargados de construir su propio conocimiento,
utilizando situaciones reales como punto de partida para aprender matematicas.

Este enfoque se precisa en unos principios centrales, en los cuales se reconoce que la matematica
debe ser pensada como una actividad humana, en donde se conciba la idea de una matematica
para todos, que pueden ser mejor aprendida haciéndola; a través de una trayectoria de
aprendizaje que le permita al estudiante reinventar las matemadticas formales, en el que se
reconocen diferentes niveles en el desarrollo de la comprension matematica en un ambiente de
heterogeneidad cognitiva, apoyandose en el uso de contextos o situaciones cercanas a la realidad
que promuevan procesos de matematizacion progresiva. En la EMR el aprendizaje es una
actividad social. Desde este enfoque es indispensable generar espacios de reflexion e interaccion
con los pares y el docente que les permitan alcanzar niveles de comprension mas avanzados.

La perspectiva de la EMR favorece la capacidad de los estudiantes para analizar y
organizar los problemas presentados en el contexto mediante la produccion y uso de modelos.
Modelos que inicialmente estan asociados al uso de conocimientos informales, pero que
gradualmente adquieren un caracter mas general. Es la actividad de organizar en si misma la idea
central en la concepcion de Freudenthal “hacer mas matematicamente”, lo que se reconoce
dentro de la EMR como matematizacion. “Matematizar es organizar la realidad con medios
matematicos... incluida la matematica misma” (Freudenthal, 1983, p. 44). Desde este enfoque se
considera que las acciones iniciales en el sistema escolar deben estar orientadas basicamente a la

constitucion de objetos mentales y solo en segundo lugar la adquisicion de conceptos.
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Freudenthal (1991 como se citd en Bressan et al., 2016) fundamenta el enfoque de la educacion
matematica realista a la que denomina “herramientas conceptuales para una teoria de la
educacion matematica” (p. 3)
2.1.1 Contextos y situaciones.

Desde el enfoque de la EMR, y de acuerdo con las ideas de Freudenthal (1973, 1991) Ila
matematica surge histéricamente como una herramienta que permite organizar la realidad,
(esta expresion no sélo se refiere a la conexion con el mundo real, sino que también a las
situaciones que son representable, razonable, realizables o imaginables para los estudiantes)
razén por la cual su ensefianza y aprendizaje, también debe originarse en la organizacion de este
tipo de situaciones. Los contextos y situaciones problematicas realistas juegan un papel
esencial en la actividad matematizadora de los estudiantes, para quienes un Contexto es un
evento, una proposicion o situacion derivada de la realidad, la cual les es significativa o la
pueden imaginar y conduce a usar métodos matematicos desde su propia experiencia, dado que
se constituyen en puntos de partida en el proceso de ensefianza y de aprendizaje para producir
matematica, tornando accesible el contenido matematico a los estudiantes, quienes de acuerdo a
sus posibilidades, el uso del sentido comun, la movilizacion de conocimientos informales y la
reflexion colectiva, pasan por diferentes niveles de comprension en los que tiene lugar la
matematizacion; comenzando por idear soluciones informales conectadas al contexto, hasta
alcanzar cierto nivel matematico de formalizacion; siempre bajo la orientacion del docente. Es un
enfoque que le apuesta a que los estudiantes, guiados por el docente y en un constante trabajo en
equipo con sus compaifieros, reinventen modelos, conceptos, operaciones Yy estrategias
matematicas, a partir de contextos y situaciones problematicas realistas susceptibles de ser
matematizados, “se trata que los alumnos, quienes al principio no poseen herramientas
matematicas suficientes, las reinventen a partir de abordar problemas presentados en contextos y
situaciones realistas” (Bressan et al., 2016, p. 3).

Los contextos y situaciones problematicas realista desde el enfoque de la EMR deben ser
significativos para el estudiante, sin embargo, como lo sefialan Bressan et al. (2016) es
importante tener en cuenta el caracter relativo del concepto de contexto realista, dado que
depende de la experiencia previa de los estudiantes y de la capacidad de cada uno de ellos para

imaginarlos y visualizarlos.
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Desde el enfoque de la EMR los estudiantes tienen un papel dindmico en el proceso de
aprendizaje, contrario al enfoque tradicionalista, determinado por el aprendizaje de unas
matematicas acabadas cuyo pensamiento era transmitido a los estudiantes, quienes a su vez
desempefiaban un rol pasivo frete a su aprendizaje.
2.1.2 Proceso de matematizacion.
Se reconoce a la matematica como una actividad humana a la que todas las personas pueden
tener acceso, y que puede ser mejor aprendida haciéndola, pasando de un conocimiento informal,
al pre-formal y de alli al formal, este proceso se conoce como Matematizacion progresiva, en
el cual se considera que los estudiantes “pasan por distintos niveles de comprension,
caracterizados por distintos tipos de actividades mentales y lingiiisticas. La EMR reconoce dos
formas de matematizacion, la horizontal y la vertical planteadas por Treffers (1987) y retomadas
por Freudenthal (Bressan et al., 2004, p.7)
2.1.2.1 Matematizacion horizontal.
Este proceso consiste bdsicamente en la organizacion de situaciones reales mediante
herramientas matematicas, apoyados en la intuicidn, el sentido comun, el uso de estrategias
informales ligadas directamente al contexto, con el fin de alcanzar diferentes niveles de
abstraccion. Por ejemplo, “Identificar o descubrir la matematica especifica que es relevante
dentro de un contexto general, esquematizar, formular y visualizar un problema de diversas
maneras” (Santamaria, 2006, p. 18), asi como reconocer semejanzas con otro tipo de situaciones.
2.1.2.2 Matematizacion Vertical.
Proceso que permite la reorganizacion dentro de la matematica misma, lo cual conlleva a
estrategias de reflexion, procesos de abstraccion, generalizacion, prueba, simbolizacion y
esquematizacion, con lo cual se espera alcanzar mayores niveles de formalizacion matematica
(Zolkower, Bressan & Gallego, 2006).
Para Freudenthal (1991, como se cité en Bressan & Gallego, 2011):
La matematizacion horizontal implica ir del mundo real al mundo de los simbolos,
mientras que la matematizacion vertical significa moverse en el mundo de los
simbolos” aclarando el caracter relativo entre estas dos formas de matematizacion,
en donde el limite no siempre estd bien definido, ya que este depende de la

experiencia previa del estudiante (p. 8).
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En este proceso de matematizacion progresiva los estudiantes pueden transitar por los distintos
niveles de comprension: situacional, referencial, de generalizacion y de formalizacion, los cuales
representan el camino desde el conocimiento informal al formal, ligados al uso de estrategia,
modelos y lenguajes de diferente categoria cognitiva, que no se constituye en una jerarquia
estrictamente ordenada (Bressan et al., 2004):
El nivel situacional estd asociado al uso de estrategias ligadas totalmente al
contexto de la situacion misma y la puesta en marcha de las estrategias
personales de los estudiantes, su sentido comun y su experiencia para identificar y
descubrir la matematica existente en el contexto.
El nivel referencial es donde aparecen las representaciones o modelos graficos,
materiales o notacionales, y las descripciones, conceptos y procedimientos
personales que esquematizan el problema. De alli que los modelos se consideren
como modelos de en tanto estan referidos a las situaciones particulares que les
dieron origen.
El nivel general se desarrolla a través de la exploracion, reflexion y
generalizacion de lo aparecido en el nivel anterior, pero propiciando una
focalizacion matematica sobre las estrategias que supera la referencia al contexto.
En este nivel, por la reflexion sobre los conceptos, procedimientos, estrategias y
modelos utilizados en el nivel anterior surgen aspectos generalizables de los
mismos y los estudiantes pueden concluir que son utilizables en conjuntos de
problemas, dando lugar a los modelos para la resolucion de los mismos.
El nivel formal esta relacionado con la comprension; utilizacion de
procedimientos y notaciones convencionales que hacen parte de la matematica
vinculada al contexto trabajado (p. 7).
Una sintesis de estos niveles de matematizacion y de sus relaciones se presenta en el siguiente

cuadro:
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Figura 12. Niveles de Comprension. Fuente. (Bressan & Gallego, 2011, p. 7).

Desde la perspectiva de la EMR, Bressan et al. (2016) se reconoce que el camino de ensefianza-
aprendizaje es transitado gracias a la aparicion de modelos emergentes, los cuales no
corresponden a productos matematicos preexistentes orientados a un fin determinado sino que
surgen de la propia actividad matematica de los estudiantes en torno a situaciones realistas y
comparten con Freudenthal (1983) que “ El modelo es simplemente un intermediario, a menudo
indispensable, a través del cual una realidad o teoria compleja es idealizada o simplificada con el
fin de volverla susceptible a un tratamiento matematico formal” (p. 34).

Los modelos son importantes recursos que permiten cerrar la brecha entre las matematizaciones
contextualizadas de los estudiantes (informales) y las matematizaciones formales de la disciplina,
pasado asi de “modelos de” relacionado directamente con los contextos, a “modelos para”, que
permite organizar matematicamente otro tipo de situaciones, posibilitando de esta manera un
razonamiento matematico mas formal.

2.1.3 Aprendizaje.

La Educacion Matematica Realista admite que el aprendizaje de la matematica es una actividad
social, en donde la reflexion colectiva permite alcanzar niveles de comprension mas avanzados,
en este sentido, es importante crear las condiciones necesarias que posibiliten en los estudiantes
procesos de reinvencion, mediante la interaccion con sus pares (horizontal) y con el docente
(vertical), siendo este ultimo, el encargado de organizar la interaccion en las aulas de clase,

siempre orientada a incrementar oportunidades para la produccion, intercambio y reinvencion de
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nuevos ideas por parte de los estudiantes, configurandose en un mapa de ruta que indica las
posibles trayectorias que se deben seguir.

Es importante aclarar que desde el enfoque de la EMR los modelos distan de ser una traduccion
de situaciones reales a expresiones matematicas que efectivamente pueden funcionar como
modelos, por el contrario, son pensados como objetos de trabajo y reflexion en si mismos.

En resumen, existen algunos elementos claves del enfoque tedrico de la EMR fundamentales en
el ajuste, redisefio y analisis del conjunto de tareas, como lo son el uso de contextos y situaciones
de la vida real como generadores de una actividad matematizadora que ofrezca al estudiante la
oportunidad de proponer sus propias estrategias de solucidon, las cuales gradualmente
evolucionan a través de una serie de procesos de matematizacion horizontal y vertical a métodos
formales, dando lugar a la reinvencion de la matematica implicita en contexto planteado. De
igual manera, este conjunto de tareas se fundamentd en un analisis fenomenolédgico del concepto
matematico Funcion.

Teniendo en cuenta lo anterior, el conjunto de tareas debe cumplir con las siguientes
caracteristicas:

e Partir de contextos y situaciones de la vida real, como generadores de la actividad
matematizadora.

e Un espacio que propicie una matematica para todos. “Se trata de posibilitar el acceso
a estos conocimientos, destrezas y disposiciones mediante situaciones problematicas
que generen la necesidad de utilizar herramientas matematicas para su organizacion y
solucion” (Bressan et al., 2004, p. 3).

e Que contenga Interrogantes cuya solucion no sea inmediata, y que brinde al
estudiante la oportunidad de leer, analizar, confrontar describir, interpretar diferentes
tipos de representacion de este concepto.

¢ Que brinde al estudiante “la oportunidad guiada por el maestro de reinventar la
matematica (no crean, ni descubren, sino reinventan modelos, conceptos, operaciones
y estrategias matematicas con un proceso similar al que usan los matematicos al
inventarlas)” (Bressan et al., 2004, p. 6).

e Posibilita en los estudiantes una actitud critica y flexible de las matematicas en

problemas que deberan afrontar en su cotidianidad.
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e Permita manifestar las diferentes formas de pensar de los estudiantes, y reconozca que
el desarrollo de la comprension de los estudiantes, pasa por distintos niveles donde los
contextos y los modelos poseen un papel relevante y que ese desarrollo se lleva a
cabo por el proceso didactico denominado reinvencién guiada, en un ambiente de
heterogeneidad cognitiva.
2.2 Analisis fenomenologico
Siguiendo con las ideas de Freudenthal (1983) el andlisis fenomenologico de un concepto o de
una estructura matematica radica en “describir cudles son los fendmenos para los que es el medio
de organizacion y qué relacion tiene el concepto o la estructura con esos fendémenos” Puig (1997,
p.2) el cual, se espera, sirva de base para la organizacion de la ensefianza de las matematicas.
Desde esta perspectiva, Puig (1997) reconoce que los conceptos matematicos son creados como
medios de organizacion de fenomenos del mundo; un mundo real, fisico, cotidiano, no un mundo
ideal del cual un reflejo estudiamos, ni cuya existencia es previa a la actividad matematica. Para
Freudenthal (1983) esta actividad matematica va mas alld de una simple correspondencia entre
los fendmenos del mundo que solicitan ser organizados y la creacion de medios de organizacion
en las matematicas. Para Freudenthal (1983) estos objetos matematicos (objetos mentales)
terminan incorporandose al mundo real de nuestra experiencia, en el que se reintegran como
fenomenos a una nueva relacion fendmenos/medios de organizacion, constituyéndose de esta
manera objetos mentales cada vez mas elaborados y abstractos, que a su vez, se convierten en
nuevos conceptos matematicos (Puig, 1997). Una progresion escalonada de pares
fenomenos/medio de organizacion.
En relacion con lo anterior, Puig sefiala que un andlisis fenomenologico requiere considerar la
totalidad de fendmenos para los que es un medio de organizacion, teniendo en cuenta, no solo el
desarrollo actual del concepto o estructura matematica, sino también los fenomenos en cuya

organizacion fue creado y a que fenomenos se extendio posteriormente.
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2.2.1 Evolucion historica del concepto de funcion.

Las nociones asociadas al concepto de funcidon se pueden rastrear desde la edad antigua; la
civilizacién babildnica mostrd interés en calculos astronémicos, los cuales registraban en tablas
dispuestas en dos columnas, de manera similar a las que se construyen actualmente. Los
matematicos babilonicos avanzaron en lo que actualmente se denomina algebra retorica
(Primera fase en el desarrollo histérico del algebra, debido a que los problemas y sus soluciones
se describian mediante lenguaje natural, sin incluir ninguna clase de simbolo, ni siquiera de las
operaciones) , por cuanto “los problemas se enunciaban y solucionaban sin utilizar de manera
sistemdtica notaciones algebraicas como las actuales” MEN (2004, p.1) sino mediante el uso del
lenguaje natural, sin incluir ninguna clase de simbolo (ni para expresiones variables ni para las
operaciones), expresando en casos particulares las relaciones entre las cantidades variables.

Las ideas de cambio y cantidad variable, no eran ajenas al pensamiento griego quienes desde los
tiempos de Heraclito y Zen6n habian considerado problemas asociados al movimiento. Ruiz-
Higueras (1993) sostiene que a pesar de que en el pensamiento griego existia una idea preliminar
de funcién, contenida en las nociones de cambio y relaciones entre magnitudes variables,
consideraban estas nociones como algo externo a la matematica, la cual era considerada una
ciencia estrictamente tedrica, en las que se estudiaban objetos matemadticos fijos y relaciones
estaticas. De modo que, las aproximaciones cualitativas y cuantitativas de fenomenos asociados
al cambio, se hallaban totalmente disociadas, razon por la cual no fue posible consolidar una
formulacion explicita de nociones como variable, dependencia o funcion. (MEN, 2004, p.3)

En la Edad Media se hace evidente la preocupacion por el estudio de cosas sujetas al cambio, y
en particular al movimiento. Ruiz-Higueras (1994) afirma que a partir del siglo XIII, las
matematicas ocupan un lugar cada vez mas importante, filosofos como Grosseteste y Bacon, la
consideraban el principal instrumento para estudiar los fendmenos naturales, y entre sus mayores
aportes resalta el estudio cuantitativo del movimiento local no uniforme, partiendo de las
doctrinas Aristotélicas.

En los estudios de fendmenos asociados al cambio, tales como, el calor, la luz, la densidad, la
velocidad, se analizan cualidades y formas, segun la terminologia de Aristoteles, en los cuales
hay un interés por conocer no solo por qué sucede el cambio, sino fundamentalmente como
sucede. Las cualidades o formas pueden poseer varios grados de intensidad, que cambian

continuamente entre ciertos limites establecidos. Desde los planteamientos del MEN (2004) es
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en el transcurso de estos estudios y al margen del valor concreto de cada uno de ellos, donde
aparecen algunos conceptos fundamentales como cantidad variable entendida como una grado de
cualidad, velocidad instantdnea o puntual, aceleracion, todos ellos intimamente ligados al
concepto de funcién

Como lo afirma Ruiz-Higueras (1993) un representante que se destaca de la escuela Francesa, es
Nicolas Oresme (1323-1382), quien continuando con el estudio de fendmenos asociados al
cambio, genera un nuevo camino al proponer el método grafico para representar las latitudes de
las formas, mediante una aproximacion geométrica, diferente a los estudios de fendmenos
cinematico-aritméticos desarrollados hasta el momento. Este método de aproximacion
geomeétrica consiste en representar por medio de una figura las intensidades de una cualidad de
magnitud continua que depende de otra magnitud analoga, intensidades representadas por medio
de segmentos, ya que consideraba, que todo lo medible puede imaginarse como una cantidad
continua. La autora reconoce que en su obra Oresme distingue tres tipos diferentes de figuras o
configuraciones, uniformemente uniforme (el cual representa por medios de un rectangulo),
uniformemente deforme (representado por un tridngulo o un trapecio, segun la intensidad inicial
de la cualidad) y deformemente deforme (el cual representa por medio de un lado curvo). De
manera que, por ejemplo, puede asociarse una figura uniformemente uniforme a una velocidad
constante, Oresme traza una grafica velocidad-tiempo, en las que los punto de una recta
horizontal representan los sucesivos instantes de tiempo (longitud), y para cada instante traza un
segmento perpendicular a la recta horizontal (al que llam¢ latitud), cuya longitud representa la
velocidad en aquel instante. Con razonamientos geométricos Oresme intentd demostrar que, para
un movimiento uniformemente uniforme, los extremos superiores de estos segmentos de
velocidades, cubren el area correspondiente a un rectangulo. Las siguientes figuras ilustran las

representaciones utilizadas por Oresme.

Velocidad

Tiempo

Figura 13. Representacion grafica de una variacion uniformemente uniforme
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v A%

Figura 14. Representacion grafica de una variacion uniformemente deforme

Figura 15. Representacion grafica de una variacion deformemente deforme

En la Edad Moderna se produjeron sucesos esenciales que posibilitaron el desarrollo del
concepto funcion, “es en este periodo donde es posible observar con mayor claridad el papel que
cumplio la variacidon y el cambio en la génesis y desarrollo conceptual del concepto de funcion”
(Posada y Villa, 2006, p.53). Los adelantos respecto a la simbolizacion, permitieron desarrollar
la formulacidn y expresion de la “variable” en una funcidn o “incégnita” en una ecuacion.

Un gran representante de esta época fue Galileo Galilei (1564-1642), quien oriento todos sus
esfuerzos en la busqueda de resultados y relaciones provenientes de la experimentacion y de la
medida, constituyendo relaciones de causa y efecto, que le permitieron, establecer auténticas
relaciones funcionales. Sastre-Vazquez, Rey y Boubée (2008) sefialan que Galileo impulso el
sentido numérico en las representaciones graficas que le permitieron establecer algunas leyes del
movimiento, en las que incorpor6 el lenguaje de las proporciones, dando un sentido de variacion
directa o indirectamente proporcional. Esta forma de relacionar funcionalmente las causas y los
efectos, desarrollada por Galileo, fue un elemento fundamental en el desarrollo de la
concepcion de variable dependiente.

Descartes publico su trabajo “La géométrie” hacia el ano de 1637, libro que marca el nacimiento
y desarrollo de la geometria analitica MEN (2004), y que, con los aportes de Fermat, permitio el
uso de ecuaciones para interpretar curvas y superficies, “este fue el primer puente entre dos areas

diferentes de la matematica” (Diudonne, 12989 como se citdé en Ruiz-Higueras, 1993, p 165). En
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particular, Descartes fue el primero en demostrar que una ecuacion en términos de x € y, es una
forma de mostrar una dependencia entre dos cantidades variables.

La geometria analitica fue determinante en el desarrollo del calculo diferencial e integral,
constituyéndose en una auténtica revolucion para el pensamiento matematico. En términos
generales, Sastre-Vazquez et al. (2008) sefialan que el surgimiento del célculo, se precisa en la
creacion de una de las herramientas matematicas mas potentes y” el nacimiento de un nuevo
paradigma cientifico: la naturaleza puede ser explicada a partir de ecuaciones diferenciales, de
ahi la consideracion continua y dinamica de las relaciones funcionales, en contra de la
consideracion discreta y estatica imperante hasta el momento. Fue Leibniz (1646-1716) el primer
matematico en usar la palabra funcion, la cual, inicialmente utiliz6 para referirse a cualquier
cantidad que varia de un punto a otro, en una curva.

En los siglos XVIII y XIX gracias a los trabajos de Bernoulli, Euler, Lagrange, Fourier y
Dirichlet se consolida el sistema de representacion simbolico del dlgebra actual y la ampliacion
del concepto de funcion como una de las representaciones de procesos de variacion y cambio
MEN (2004, p. X), desarrollo que se dio gracias a los trabajos de Fourier, Cauchy y Dirichlet,
entre otros. El desarrollo del concepto de funcion se le atribuye a Euler, en el siglo XVIII, quien
en su obra Introductio in analysis infinitorum publicada en 1748, presentd un estudio detallado
sobre el concepto de funcion, al definir las nociones iniciales se refiere a los términos constante,
cantidad definida que toma siempre un mismo valor determinado, y wvariable, cantidad
indeterminada, o universal. Euler propone una definicion del concepto funcion, siguiendo la
definicion dada por su maestro Bernoulli: “Una funcion de una cantidad variable es una
expresion analitica formada de cualquier manera a partir de esa cantidad variable y niimeros o
cantidades constantes” (MEN, 2004, p. X)

La controversia iniciada entre D’Alambert y Euler sobre el problema de la cuerda vibrante,
gener6 una evolucion en el concepto de Funcion, cambiando su significado a partir de este
momento, encaminando a Euler a considerar y explicitar por primera vez la nocion general de
correspondencia entre pares de elementos, la nueva definicion aparece publicada en su obra
Institutiones calculi differentialis (1755), “Si x es una cantidad variable, entonces toda cantidad
que dependa de x de cualquier manera o que esta determinada por aquél se llama funcion de
dicha variable” MEN (2004, p.8) no obstante, es Dirichlet quien en 1837 propone una definicion

general, la cual adquiere un significado independiente del concepto de expresion analitica.
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Si una variable y est4 relacionada con otra variable x de tal manera que siempre

que se atribuya un valor numérico a x hay una regla segun la cual queda

determinado un unico valor de y, entonces se dice que y es una funcion de la

variable independiente x (MEN, 2004, p.9).
Con la introduccion de la teoria de conjuntos, la definicion de funcion alcanza un nivel de
abstraccion y generalizacion mas avanzado:

Dados dos conjuntos arbitrarios A y B una funcién (o aplicacion) de A en B es

una ley que a cada elemento x de A hace corresponder un solo elemento y de B; o

si se prefiere, una funcion de A en B es un subconjunto F del producto cartesiano

A x Btal que si (x, y) y (x, z) pertenecen a F entonces y=z. ((MEN, 2004, p. 9).
Con esta ultima definicion, el concepto de funcion adquiere caracteristicas de un objeto
matematico estatico, que pierde muchos de los atributos presentes en su comienzo y durante su
evolucion, como lo son la idea de variacion y cambio.

2.2.2 Recursos fenomenologicos del objeto funcion.

Freudenthal (1983) destaca la importancia de trabajar dos objetos mentales fundamentales que
anteceden la constitucion del objeto matematico funcion, la idea de variable y de dependencia
funcional. Este autor establece dos concepciones diferentes relacionadas al término variable: una,
como nombre polivalente; otra, como objeto variable. Frente a la primera concepcion se refiere a
un conjunto de objetos o “medios para formular enunciados generales, esto es enunciados que se
cumplen para todos los objetos que nombran” Freudenthal (1983, p. 491) o bien, “un simbolo
que puede ser reemplazado por cualquier elemento de un conjunto determinado” (Wilhelmi,
Godino, & Lasa, 2014, p.575). La segunda concepcion se refiere a algo que efectivamente varia
“Originalmente "variable" habia significado algo que realmente varia, algo en lo fisico, social,
mental, o del propio mundo de las matematicas, que se percibe o imagina que estd variando”
(Freudenthal, 1983, p. 491).
Para Freudenthal (1983 como se citd en Puig, 1997) es fundamental el sentido original
cinematico de la nocion de variable especialmente en el estudio de las funciones:

El origen fenomenologico de la nocion de funcion surge en el momento que se

enuncia, se postula, se produce o reproduce una dependencia entre variables,

presentes en el mundo fisico, social o mental, asi como entre variables

matematicas que, a su vez, esta relacionada con variables de otros mundos (p. 36).
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En tal sentido, se reconoce el estatus de la dependencia funcional como un objeto mental que
debe ser constituido, como un recurso fenomenolédgico del objeto funcion.

2.3 Procesos de representacion

En relacién con los procesos de representacion, Duval (2004) plantea la importancia de
reconocer un objeto matematico en diferentes sistemas o registros de representacion semiotica,
asi como la habilidad para transformar una representacion en otra, por lo cual centra su interés en
reconocer el tipo de funcionamiento cognitivo que requiere la actividad y el pensamiento
matematico, en €l se hace una invitacioén para analizar los procesos cognitivos que subyacen en el
aprendizaje de las matemadticas. Las variables cognitivas relativas a las diversas maneras de
representacion deben ser tomadas en consideracion, para Duval (2004) lo mas importante en el
proceso de ensefianza-aprendizaje de la matematica es que lo estudiantes sean capaces de
relacionar diversas maneras de representar un mismo objeto matematico. Es por eso que, a lo
largo del proceso de ensefianza y aprendizaje de la matemdtica, es necesario ofrecer a los
alumnos diferentes instancias en las cuales deban moverse de un registro semiotico a otro para el
mismo objeto matematico.

En cuanto a los sistemas de representacion, Duval (2006) presenta tres ideas principales:

e (ada sistema semiotico provee una capacidad especifica de transformacion.

e Hay dos clases de transformaciones de cualquier representacion semiotica: la
conversion y el tratamiento, las cuales deben diferenciarse por completo en
toda actividad matematica, accidbn que se constituye en un primer requisito
metodoldgico para analizar los problemas de comprension de los estudiantes
frente a la matematica.

e La conversion y el tratamiento deben ser analizados de manera separada en la
produccion de los estudiantes cuando se enfrenten con el problema, esta
separacion metodologica y tedrica va en contravia de la préctica actual de
considerar estos dos tipos de transformaciones como una unidad para la
resolucion de problemas (pp. 166-167).

Este autor considera que un recurso metodoldgico para analizar los problemas de aprendizaje y
comprension matematica de los estudiantes es distinguir por completo las dos clases de
transformaciones de representaciones semioticas: la conversion y el tratamiento; reconociendo

que la conversion es un proceso cognitivo mas complejo que el tratamiento, y es considerado el
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primer umbral de comprension en el aprendizaje de las matematicas. A manera de ejemplo, el
autor plantea una pregunta para el caso especifico de la conversion del representacion grafica a
la notacion algebraica de la funcion lineal, ;Coémo ver las caracteristicas semdanticas de una
ecuacion a través de las caracteristicas visuales cualitativas de una grafica dibujada y viceversa?,
cuestionamiento frente al cual propone una red de discriminacion cognitiva que permita la
conversion entre graficas y ecuaciones, fundamentado en la ley basica de funcionamiento
semidtico “nada puede funcionar como una representacion fuera del sistema semiotico en el cual
su significado toma valor en oposicion a otra representacion dentro del sistema”(Duval, 2006,

p.151).
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3. Aspectos metodologicos de la investigacion
En este capitulo se presentan los elementos metodologicos que se tomaron en cuenta durante el
desarrollo de la investigacion, para empezar se describe la metodologia de este estudio que
correspondi6 a una de enfoque cualitativo, indicando que el método utilizado corresponde al de
la investigacion accion, en el cual se destacan cada una de las etapas que se desarrollaron con el
fin de alcanzar los objetivos propuestos. Ademas se presenta una caracterizacion de la poblacion,
asi como la justificacion del conjunto de tareas. Igualmente se describe el proceso de recoleccion
de la informacidn, finalmente se describe el proceso de la constitucion de los datos y analisis de
los mismos.
Esta investigacion se enmarca en un enfoque de investigacion cualitativa, que plantea una
intervencion en el aula con el proposito de transformar una situaciéon asociada con algunas
dificultades que encuentran los estudiantes de noveno grado para lograr una comprension de los
objetos matematicos funcidn lineal y funcion afin, orientada a mejorar los procesos de ensefianza
y de aprendizaje.
La investigacion cualitativa permite estudiar una realidad dindmica y posibilita la comprension
de manifestaciones y comportamientos desde el propio marco de referencia de quien actiia
(Pérez, 1994). Frente a esta situacién, se reconoce la necesidad de generar una accion
disciplinada orientada a transformar y mejorar esta practica educativa desde el método de la
investigacion-accion, considerado como un “proceso progresivo de cambios a partir de
diagnosticar situaciones problemadticas, priorizar estas necesidades pedagogicas, imaginar su
solucidn, planificar estrategias y poner en marcha acciones de mejora” (Elliott, 1983, como se
cité en Hopkins, 1989).
El proceso de investigacion-accion se desarrollo en ciclos de accion reflexiva, asumiendo los
siguientes momentos: planificacidon, accion, observacion y reflexion, desde una mirada
retrospectiva. A continuacion se describen de manera general las actividades desarrolladas en
cada uno de estos momentos, el cual fue enriquecido por los principios que orientan el enfoque

de la EMR.
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Se realiz6 el analisis e interpretacion
de las producciones de los estudiantes
de forma continua durante el tiempo
en que se desarrollo la
implementacion de la propuesta.
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Figura 16. Etapas de la investigacion

3.1 Aspectos metodoldgicos especificos
3.1.1 Poblacion.

El estudio se desarrolld con un grupo de 40 estudiantes de noveno grado, de una institucion
educativa del sector oficial, con jornada escolar tinica (de 6:30am a 2:20pm), ubicada en la
cuidad de Bogota, entre los meses de febrero y abril de 2016 en nueve sesiones de clase, cada
una de aproximadamente 100 minutos.

Las sesiones se desarrollaron los dias miércoles y viernes en el horario habitual de clase. En
términos generales, se reconoce la disposicion de los estudiantes para abordar el trabajo
planteado. Inicialmente se presentaron algunas dificultades relacionadas con la metodologia de
clase prevista para el desarrollo de estas tareas, ya que para su implementacion se partio del
hecho que el trabajo en matemadticas, en tanto actividad humana, requiere de la interaccion
(trabajo en pequefios grupos) que posibilite procesos de reinvencion a partir de la reelaboracion
de estrategias de trabajo, de objetos mentales que permitan organizar fendmenos o proponer
modelos de solucion ante situaciones-problema que demanden ser organizadas; en otras
palabras, que la matematica puede ser aprendida desde la practica misma, usadndola para
reelaborar y organizar ideas, e incluso reinventarla, contrario a las dinamicas con las cuales

estaban habituados, en donde el profesor explica en el tablero la tematica a desarrollar, como un
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producto acabado y el estudiante se limita a repetir procedimientos, los cuales en muchos casos,
carecian de sentido para ellos.
El grupo con el cual se aplico el estudio, como es usual, esta caracterizado por la presencia de
alumnos con diferentes habilidades e intereses en el area de matematicas, cuyas edades oscilan
entre 14 y 16 anos, entre los cuales dos se encuentran repitiendo noveno grado.

3.2.2 Diseifio de instrumentos.
Para el caso especifico de esta investigacion se desarrolld una intervencion de aula, orientada a
fortalecer los procesos de ensefianza y aprendizaje del concepto funcion lineal y afin, con
estudiantes de noveno grado de educacion Basica Secundaria, a partir de la implementacion de
un conjunto de tareas que fueron ajustdndose a las necesidades emergentes, en las cuales se
consideraron situaciones cotidianas, susceptibles de ser organizadas matematicamente a través
de la funcién lineal y afin, en donde los objetos mentales variable y dependencia se constituyeron
en elementos fundamentales que posteriormente posibilitan la construccion de dichos conceptos.
Considerando que el trabajo realizado con el conjunto de tareas se asumid como una adaptacion
curricular de una de las tematicas propias del area de matematicas en grado noveno, el cual se
establece en los estandares curriculares y en la malla curricular de la institucion en donde
actualmente laboro, fue propuesto a la totalidad de los estudiantes de grado noveno (35
estudiantes).
En relacion a la fundamentacion del disefio de instrumentos, en primer lugar, se realizd6 un
analisis fenomenologico del concepto matematico funcion; en segundo lugar, se consideraron
algunas herramientas tedricas y metodologicas, relacionadas con el enfoque de la EMR, lo que
permiti6 establecer el disefio del conjunto de tareas. Este analisis y elementos relacionados con el
enfoque, han sido abordados y desarrollados en capitulos anteriores.
Con base en esta indagacion se decidid estructurar una secuencia de 6 tareas, las cuales se
presentan en el siguiente capitulo y estdn organizadas de acuerdo con los propodsitos que se
presentan a continuacion:

3.2.2.1 Tarea 1: Secuencia figural.
Se constituye en la primera aproximacion de contextos realistas para los estudiantes, cuyo
proposito fundamental fue propiciar a través de una secuencia figural el reconocimiento de
regularidades y de relaciones entre las magnitudes que intervienen en la situacion. A partir de

esta tarea se espera posibilitar en los estudiantes: el reconocimiento de alguna regularidad;
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determinar valores especificos asociados a la regularidad percibida; expresar la regularidad
percibida (tanto oral, como por escrito), y finalmente, encontrar una expresion algebraica que le
permita generalizar la regularidad encontrada.

3.2.2.2 Tarea 2: Baldosas.
Se compone de un arreglo de baldosas blancas y grises, a través de la cual el estudiante tendran
la oportunidad analizar la secuencia, identificar diferentes relaciones de dependencia entre las

variables involucradas y expresar la generalidad en diferentes registros de representacion.

3.2.2.3 Tarea 3: Prendas y salarios.
Corresponde a una situacion tomada del trabajo “Propuesta didactica de aproximacion al
concepto de funcion lineal desde una perspectiva variacional” desarrollado por Posada y Villa
(2006a), situacion que ajustd a las necesidades de la propuesta. Los autores sostienen que el
proposito fundamental de la situacion planteada en la tarea N°3 es “movilizar elementos basicos
de relaciones funcionales entre magnitudes discretas, identificacion del modelo funcional, su
representacion en tablas y los demas sistemas de representacion, la identificacion de la razon de
cambio, y el control de variables en una situacioén problema” (p.138)

3.2.2.4 Tarea 4: Desprendibles de nomina.
Corresponde a una adaptacion de la actividad eje propuesta en el trabajo desarrollado por Leén y
Vergel (1.997) la cual fue pensada como una situacion susceptible de ser organizada a través de
la funciéon afin, cuya razéon de cambio se presenta de forma explicita. Con la situacion
presentada en lenguaje natural, se espera que los estudiantes, en un primer momento,
identifiquen la relacion de cambio entre las tres variables involucradas, y en un segundo
momento, determinar si consiguen reconocer la variable como constante y establecer asi, una
relacion funcional entre ellas, expresada mediante el registro algebraico.

3.2.2.5 Tarea 5: Planes de voz.
Situacion presentada mediante el registro grafico con la cual se pretendid posibilitar que los
estudiantes reconozcan y establezcan una relacion funcional entre las variables, y puedan
expresarla a través del registro simbolico-algebraico. El objetivo de esta tarea fue enfrentar a los
estudiantes a una situacion problema en la que debian comparar graficos cartesianos visualmente
semejantes, que representan funciones muy diferentes, y elegir convenientemente la mejor

opcion, la cual deberan respaldar con argumentos apoyados en la identificacion de las variables
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involucradas y la relacion de dependencia entre ella, la cual deben generalizar a través de una
formula o expresion algebraica. Parte del disefio de esta tarea se fundamento en la ley basica de
funcionamiento semidtico “nada puede funcionar como una representacion fuera del sistema
semidtico en el cual su significado toma valor en oposicion a otra representacion dentro del
sistema” (Duval, 2006, p. 147).

3.2.2.6 Tarea 6: Secuencias numeéricas.
A manera de cierre se considerd pertinente plantear una situacién problema en un contexto
netamente matematico con el fin de determinar si los estudiantes consiguen reconocer y
establecer una relacion de dependencia a partir de una secuencia numérica, esta actividad a
diferencia de las otras se desarroll6 de manera individual, con el fin de poder evaluar el alcance
la propuesta.
3.3 Recoleccion de informacion
El proceso de recoleccion de la informacion estuvo precedido por la implementacion del
conjunto de tareas, informacidon que se encuentra registrada en las producciones escritas de los
estudiantes, las grabaciones de audio realizadas durante la implementacion (trabajo por grupos y
socializacion) y las notas de campo registradas por el investigador. Con respecto a la
implementacion del conjunto de tareas, se dio inicio haciendo una pequefia descripcion a los
estudiantes del trabajo a desarrollar, destacando la importancia que tenian cada uno de sus
aportes a nivel individual y grupal, ahi la necesidad de no utilizar hojas extras.
Desde la EMR se reconoce el aprendizaje de la matematica como una actividad social y
dindmica, donde los estudiantes pueden dar a conocer sus ideas y estrategias de solucion, y
reflexionar sobre ellas, lo cual les permite reconstruir sus estrategias de solucion, logrando de
esta manera, niveles de comprension mas avanzados. Atendiendo a este elemento, la totalidad del
conjunto de tareas fue desarrollada en pequefios grupos de trabajo (entre 2 y 4 estudiantes); en
relacion con la disposicion de los estudiantes, inicialmente se les pidid organizarse en parejas de
trabajo, cabe resaltar que durante el desarrollo de las diferentes tareas, algunos grupos decidieron
reorganizarse para continuar con el trabajo, dicha organizacion fue de manera voluntaria y por
afinidad, en ningin momento se pens6 en imponer los grupos de trabajo.
De manera simultanea al trabajo realizado en grupo, y en mi papel de docente investigadora
visité cada uno de los grupos con la idea de escuchar las propuestas de solucion planteadas por

los estudiantes, ademds de participar en las discusiones y reflexiones al interior de algunos
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grupos en torno a los modelos propuestos. Segun las herramientas conceptuales de la EMR, el
proceso de aprendizaje-ensefianza de la matematica requiere un docente capaz de guiar estas
trayectorias, un docente con la capacidad de adaptar las secuencias curriculares, a las
necesidades y capacidades de los estudiantes; un docente con una sensibilidad teorica capaz de
analizar e interpretar el trabajo oral y escritos de los estudiantes, atento a los momentos claves en
donde se den los procesos de esquematizacion y formalizacion progresiva.

Posteriormente, se realizd la socializacion de algunas de las respuestas a cada una de las tareas
propuestas, dinamica que desde el enfoque de la EMR exige un analisis reflexivo en torno a las
diversas soluciones propuestas por los estudiantes, de modo tal que la trayectoria de modelos de
menos a mas formales, eficientes, sofisticados y generalizables se haga visible.

En resumen toda la informacion recolectada se encuentra registrada en:

e producciones escritas de los estudiantes (en pequenios grupos). En las oportunidades
que no fue posible concluir con alguna de las tareas propuestas, las hojas de trabajo se
recogian y nuevamente se entregaban en la siguiente clase.

e las grabaciones de audio realizadas durante la implementacién (trabajo por grupos y
socializacion). Estas grabaciones en audio evidencian las interacciones, reflexiones y
dindmicas al interior de los grupos de trabajo, al igual que las socializaciones
realizadas.

e Las notas de campo registradas por el investigador.

3.4 Organizacion y sistematizacion de la informacion.

Se realizd un andlisis anticipado de cada tarea (supuestos iniciales sobre la forma en que los
estudiantes pretenden dar solucion a la situacion-problema), el que servira como apoyo, en la
produccion de unas categorias de andlisis previas, las cuales a su vez serdn complementadas con
las producciones de los estudiantes a través de un andlisis a posteriori. “Estos analisis didacticos
a priori y a posteriori se centraron en la comparacion y categorizacion de producciones,
identificandose tanto modelos y estrategias, como formas de simbolizacion, esquematizacion y
formalizacion” Zolkower, Bressan & Gallego (2006, p. 22); asi pues, se continuard con un
analisis descriptivo de las producciones escritas de cada uno de los grupos de trabajo en relacion
con las tareas asignadas, analisis que serd complementado por los audios que evidencian los
procesos de interaccion y socializacion y las notas de campo que se llevaron durante la

implementacion, este analisis estard orientado fundamentalmente por la constitucion de los
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objetos mentales variable y dependencia, evidenciados a través de los diferentes niveles de
comprension .
Posteriormente, se demostrara la evolucion progresiva de los modelos construidos por los
estudiantes; es decir, evidenciar la transformacion en la construccion de modelos situacionales
(organizadores de la situacion) a modelos con mayor grado de formalizacion, en los que
muestran niveles de comprension mas avanzados.
3.5 Categorias de analisis
Para esta investigacion, el proceso de organizacion y sistematizacion de la informacion
representa un aspecto fundamental que debe ser pensado, organizado e interpretado no solo por
la pregunta y objetivo de la investigacion, sino también a través de los principios tedricos y
metodoldgicos de la educacion matematica realista (EMR), de manera que las categorias de
analisis se originan de un andlisis fenomenologico y de supuestos teéricos de la EMR, las cuales
se han venido fortaleciendo con las producciones e interacciones desarrolladas por los
estudiantes participantes. El proceso de construccion de categorias de andlisis para el conjunto de
tareas se ha venido desarrollando teniendo en cuenta; el propoésito inicial con el cual se ajusto y
disefi6 dicha propuesta; un andlisis predictivo (anticipado) de las respuestas de los estudiantes a
las tareas propuestas; y las propuestas de solucion planteadas por los estudiantes, con el fin de
contrastar las predicciones con lo que realmente ocurri6 en la implementacion.
Desde esta perspectiva, la implementacion del conjunto de tareas pretende esencialmente dar
cuenta de: la constitucion de los objetos mentales variable y dependencia funcional, y la
evolucion progresiva de los modelos construidos por los estudiantes; propositos desde donde se
definen las categorias de analisis de esta investigacion.
3.5.1 La constitucion de los objetos mentales variable y dependencia funcional
e Categoria 1A: Reconoce las variables involucradas, pero no establece relaciones
entre ellas.
e Categoria 1B: Reconoce las variables involucradas y una relacion entre ellas en
casos especificos (no generaliza).
e Categoria 1C: Reconoce las variables involucradas y una relacion general entre ellas,
expresada en un lenguaje no algebraico.
e Categoria 1D: Reconoce las variables involucradas y una relacion de tipo funcional

entre ellas desde casos particulares, (no generaliza)
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e Categoria 1E: Reconoce las variables involucradas y una relacion de tipo funcional,

expresada en un lenguaje no algebraico.

e Categoria 1F: Reconoce las variables involucradas y una relacién funcional entre

ellas, expresada en lenguaje algebraico.

3.5.2. La evolucion progresiva de los modelos construidos por los estudiantes.
Referente al andlisis de la informacion, las producciones escritas e interacciones de los
estudiantes, estas han sido interpretadas a través de los niveles de comprension establecidos
desde el enfoque de la EMR, situacion que se hizo manifiesta mediante descriptores (tabla 1.
Modelos anticipado del conjunto de tareas) que permitieron establecer el nivel de comprension
alcanzado por los estudiantes frente a cada una de las tareas propuestas, y de esta manera, poder
identificar el avance progresivo de los estudiantes respecto a los niveles de comprension de una
tarea a la otra.

Evidentemente, la tarea de comprender cada uno de los procesos individuales no es una tarea
sencilla, Henao y Vanegas (2012) consideran importante que:
El andlisis de la informacion debe descansar sobre el marco tedrico adoptado y
por lo tanto, los niveles de comprension representan un aspecto importante en este
asunto, puesto que ayudan a seguir los procesos de aprendizaje, situando tanto el
trabajo que hacen los estudiantes en niveles de matematizacion horizontal, como

en niveles de matematizacion vertical. (p.65).
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Tabla 1

Modelo anticipado del conjunto de tareas

58

Modelos anticipado del conjunto de tareas

MATEMATIZACION PROGRESIVA

MATEMATIZACION PROGRESIVA

NIVEL
SITUACIONAL

NIVEL
FORMAL

NIVEL REFERENCIAL

NIVEL GENERAL

Identifica las magnitudes (variables) que intervienen en la situacion.

Utiliza material concreto para representar la situacion.

Visualiza el problema desde diferentes puntos de vista.

Plantea modelos de solucion elaborados a partir de esquemas, dibujos donde se evidencia
la manera en que comprende el patron.

Justifica y explica con sus propias palabras (oral - escrito) las relaciones y regularidades
encontradas entre las variables involucradas.

Enriquece las representaciones graficas con objetos matematicos.

Plantea diferentes modelos matematicos particulares de la situacion-problema, aunque se
visualiza un vinculo con el contexto, modelos de solucion en el que, por ejemplo, cada
término de la secuencia estd determinado por la figura inmediatamente anterior,

Propone un modelo de solucién asociado a valores particulares, en donde invisibilizan la
expresion para cualquier figura, por valores especificos en la secuencia.

Enuncia modelos en los que utiliza notaciones y simbolos de la matematica para la
obtencion de modelos generales.

Propone las primeras expresiones generalizadas, formulas, “ecuaciones” que dan cuenta de
la relacion de dependencia entre las variables involucradas en cada una de las situaciones
planteadas.

Constituye expresiones algebraicas que modelen la situacion planteada y valida el modelo
encontrado.

Reconocen los conceptos centrales implicados en la situacion problema.
Valida del modelo matematico encontrado
Reconoce y oordina diversos modelos de la situacién-problema.

Tomado y Adaptado de Henao y Vanegas (2012, p. 152)
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4. Desarrollo de la propuesta
En este capitulo se presenta el analisis de los resultados obtenidos durante la implementacion de
cada una de las tareas propuestas, el cual se desarrolld desde la produccion individual de los
estudiantes, en el contexto de grupo. Para el analisis se ha privilegiado aquella informacion
relevante en funcion de las categorias de analisis establecidas, aquella que ofrecid elementos
significativos para el analisis, razon por la cual no se consideraron las respuestas dadas a la
totalidad de preguntas planteadas en el conjunto de tareas.
4.1 Analisis de resultados de las actividades de intervencion
En esta seccion y para cada una de las tareas se presentard un andlisis del propdsito de cada
disefio, luego el desarrollo de la actividad, asimismo el analisis de las producciones de los
estudiantes y finalmente, una breve sintesis de los resultados obtenidos, lo cual posibilito la toma
de decisiones frente a la manera de continuar desarrollando la implementacion programada.
Inicialmente se realizé un analisis especifico de la produccion individual de los estudiantes para
cada una de las tareas, en el contexto de grupo, andlisis que se complemento6 con las grabaciones
en audio de las interacciones de los estudiantes durante el trabajo en grupo y la socializacion, al
igual que por las notas de campo del investigador. Se establecieron algunos fragmentos de
didlogos que reflejan las interacciones durante la socializacion y que dan cuenta de las diferentes
categorias de analisis:

4.1.1 Tarea 1: Secuencia de figuras

A continuacion podemos ver una secuencia de figuras.

] [ ] L
[ N I

Fig.1 Fig.2 Fig.3 Fig.4

1. Grafique la Figura 5 de esta secuencia.

2. ;Cudntos cuadrados tendria la Figura 9 de la secuencia dada?
3. ¢ Cuadl Figura de secuencia tendria en total 48 cuadrados?

4. ;Cuantos cuadrados tendria la Figura 100 de la secuencia dada?

5. ¢Como le explicaria a un compariero el procedimiento necesario para obtener el numero de
cuadrados para cualquier figura?

6. Encuentre algun método o expresion que le permita determinar cudntos se necesitan para formar
cualquier figura de la secuencia.

Figura 17. Secuencia de figuras
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Esta tarea, tal y como fue justificada en el capitulo tres se constituye en la primera aproximacion
de contextos realistas, a partir del cual se espera que los estudiantes identifique las regularidades
y relaciones entre las variables que intervienen en la situaciones, posibilitando de esta manera la
constitucion sus propios modelos. Se inicia la sesion haciendo una descripcion general del
trabajo a desarrollar, destacando la importancia de cada uno de sus aportes a nivel individual y
grupal, de ahi la necesidad de no utilizar hojas extras, y registrar todos sus aportes en el
documento que les fue entregado. Simultdneamente, se hizo entrega de la primera tarea a cada
uno de los estudiantes, quienes se mostraron incomodos frente a la idea de resolver una guia de
trabajo de un tema nuevo, sin una explicacion previa, lo cual era contrario a las dindmicas de
trabajo a las cuales estaba habituado, frente a esta situacion se les explicd, me interesaba
reconocer y analizar cuales eran los mecanismos de solucidon que cada uno de ellos planteaba, y
constituir junto con ellos este concepto nuevo para ellos.

Una vez organizados las parejas de trabajo, fue necesario intervenir al observar que a pesar de la
disposicion con la que se organizo el trabajo, muchos de los estudiantes iniciaron su trabajo de
manera individual, argumentando que era trabajo sencillo que podian desarrollar
individualmente, frente a lo cual replique justificandoles la importancia de desarrollar el trabajo
en grupo, la idea era poner en juego las opciones de solucion que cada uno de ellos tenia,
escuchar las opciones de sus compafieros y poder analizar cada una de dichas propuestas.
Durante el desarrollo de la tarea, pase grupo por grupo con la firme intencion de escuchar las
discusiones al interior de cada uno de ellos. En términos generales se evidenciaron serios
inconvenientes por parte de los estudiantes frente a los dos Gltimos puntos de la tarea, al tratar de
explicar su percepcion de la secuencia de manera precisa,

Las propuestas de solucion planteadas por los estudiantes frente a la primera tarea, pueden
caracterizarse de la siguiente manera:

Los estudiantes (Categoria 1A; 2, 96%) que reconocen las variables involucradas en la situacion,

sin embargo, no logran establecer relaciones entre ellas.
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e) ;Como le explicaria a un compaiiero el procedimiento necesario para obtener el nimero de cuadrados
para cualquier figura? o ki

pax i v ch.;.j(c_ S A D <) /o ]9"33}' ~f ad

ceodrados
f) Encuentre algin método o expresion que le permita determinar ‘cudntos se necesitan para formar

cualquier figura de la secuencia.
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Figura 18. Modelo de solucion situacional propuesto por un estudiante que no consigue

establecer relaciones entre las variables.

El tnico estudiante ubicado en esta categoria propone la soluciéon de los cuatro primeros
numerales de la tarea, no obstante, en la produccion escrita se evidencia que efectivamente no
logrd establecer ningun tipo de relaciones entre el nimero de la figura y la cantidad total de
cuadrados. Frente a las grabaciones de audio realizadas durante la socializacion de las propuestas
de solucién se encuentra una intervencion del mismo estudiante, quien intenta explicar el

procedimiento necesario para determinar el nimero de cuadrados para cualquier figura.

Profesora: Yo quiero que le explique a alguien; que busques la manera de explicarle a un compaiiero el
procedimiento necesario para obtener el nimero de cuadrados de cualquier figura, supongamos que usted le
va a explicar y que esta persona frente a su explicacion va a entender

E (Fabian): dos cuadrados tengo que, tengo que tener dos cuadrados para entender la figura, y asi,

entre mas cuadrados tenga formo mas figuras.

Figura 19. Inquietud de un estudiante sobre el procedimiento para obtener el numero

cuadrado de cualquier figura

Este tipo de produccién corrresponde con un nivel de comprension sitiacional, en tanto que el
modelos planteado por el estudiante se encuentra inmerso en la misma situacion que le dio
origen, en donde evidentemente los objetos matematicos no aparecen directamente.

En este grupo se retinen las producciones de los estudiantes (Categoria 1B; 24,52%) que ante la
situacion reconocen las variables involucradas y establece una relacion entre ellas solamente para

valores especificos (no logran generalizar). Cabe senalar, que la totalidad de estudiantes
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agrupados en esta categoria, respondieron satisfactoriamente las 4 primeras preguntas, lo cual
supone una comprension general de las condiciones planteadas en la situacion, esto permite

evidenciar un reconocimiento por parte de los estudiantes de las variables involucradas

e) ;Como le explicaria a un compafiero el procedimiento necesario para obtener el numero de cuadrados
para cualquier figura?
7= J( ’-,{':I car.a Jet el F e r...‘l.r-.--.J.:, % v cn Zxz alag o<
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f) Encuentre algin método o expresién que le permita determinar cudntos se necesitan para formar
cualquier figura de la secuencia.
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Figura 20. Modelo de solucion propuesto por un estudiante que consigue establecer una

relacion entre las variables a partir de proceso recursivos.

Dentro de esta categoria se encuentran propuestas de solucion constituidas mediante procesos
recursivos, en los cuales logran establecer relaciones como : “que va aumentado de dos en dos” o
“ la figura va aumentando 2 cuadros mas”, explicaciones que en algunos casos son seguidas por
operaciones de caracter aditivo, que permiten establecer satisfactoriamente relaciones para
valores especificos, no obstante, encontraron dificultades para establecer un procedimiento o

método que le permita generalizar la situacion.

e) ;Como le explicaria a un compaiiero el procedimiento necesario para obtener el niumero de cuadrados

para cualquier figura? \O ﬁ
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Figura 21. Modelo de solucion referencial —propuesto por un estudiante que establecer una

relacion entre las variables a partir de proceso recursivos.

De modo que, en este tipo de producciones se evidencia un primer nivel dentro de la
matematizacion vertical, relacionado con la constitucion de modelos de, que sugiere un nivel de
comprension referencial por parte de los estudiantes ubicados en esta categoria. De hecho, la

figura XX pone de manifiesto el reconocimiento por parte de los estudiantes de ciertas
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regularidades y relaciones numéricas entre las variables que resultan ttiles para valores
concretos, no obstante, esta clase de modelos adquieren un caracter limitante en la medida en que
se necesita conocer el resultado inmediatamente anterior para saber como continua la secuencia.

Los estudiantes (Categoria 1D; 23,52%) que consiguen establecer una relacion de caracter
funcional entre las variables involucradas, a partir, unicamente de valores especificos, no
obstante, encuentran dificultad para consolidar una expresion que les permita generalizar la

relacidon encontrada.

e) ;Como le explicaria a un compafiero el procedimiento necesario para obtener el numero de cuadrados
para cualquier figura?

€\ cumexo de la Cfrguca se ool +relica for yid
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f) Encuentre algin método o expresién que le permita determinar cuantos se necesitan para formar
cualquier figura de la secucncia. “cyadvados
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Figura 22. Modelo de solucién propuesto por un estudiante que consigue establecer una

relacion entre las variables a partir de valores particulares.

En este grupo se evidencia que a pesar de que algunos estudiantes apelan a procesos recursivos
para explicar el procedimiento, recurren a procesos inductivos para determinar un método o

expresion general que les permita encontrar niimero total de cuadrados para cualquier figura.

Profesora: ;? O sea que si yo quiero saber el mimero de cuadrados y te doy el niumero de la figura, ;ta
qué haces con el nimero de la figura?

Estudiante (Brayan): lo multiplico por dos [.......... ]

La estudiante frente a la misma pregunta, pasa a tablero a explicar el procedimiento encontrado.
Estudiante (Ingrid): doce se multiplica por dos, doce por dos, y 24 es el nlimero de cuadrados.

Figura 23. Ejercicio sobre hallar el nimero cuadrado

Durante la socializacion se pudo constatar que algunos estudiantes que habian logrado reconocer
una relacion de caracter funcional entre las variables, sin embargo, recurren a valores especificos

para validar el procedimiento encontrado.
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f) Encuentre algin método o expresion gue le permita determinar cudntos se necesitan para formar
cualquier figura de la secuencia.

CA\E ™ a\<XE

Figura 24. Modelo de solucion referencial propuesto por un estudiante que consigue establecer

una relacion entre las variables a partir de valores particulares.

Hay que mencionar, ademds, que este modelo al igual que el anterior resulta conveniente para
valores especifico de la secuencia, sin embargo, una de sus limitantes es el hecho de no posee un
caracter general que permita determinar la cantidad total de cuadrados para cualquier figura. Este
modelo permite ubicar a los estudiantes de este grupo en un nivel de comprension referencial.

Este grupo recoge las producciones de los estudiantes (1E; 50 %) que reconocieron las variables
involucradas y una relacion de tipo funcional entre ellas, expresada en un lenguaje no algebraico.
Este grupo de estudiantes logrd reconocer y describir la relacion funcional de la variable
(dependiente) con respecto a los cambios proporcionales de la variable (independiente), a través
de un modelo descrito en lenguaje natural, en el cual se establece la relacion entre las variables,

con algunas dificultades relacionadas con la redaccion.

e) ;Como le explicaria a un compafiero el procedimiento necesario para obtener el numero de cuadrados
para cualquier figura?
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f) Encuentre algin método o expresién que le permita determinar cuantos se necesitan para formar
cualquier figura de la secuencia.
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Figura 25. Modelo de solucion referencial propuesto por un estudiante que consigue establecer

una relacion de caricter funcional entre las variables, mediante el lenguaje natural.

En efecto, este modelo, se constituye en un modelo para, que permite organizar otro tipo de
situaciones afines, lo cual permite asociar a los estudiantes ubicados en esta categoria en un nivel

de comprension general. Evidentemente este grupo de estudiantes puso de manifiesto varios
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aspectos generales, no obstante, a pesar de haber logrado detectar los algoritmos con los que
solucionaron cada una de las preguntas, encontraron dificultades para expresar cuantitativamente
la generalizacion de dicha relacion. Es de resaltar que la totalidad de los estudiantes dispuestos
en esta clasificacion emplearon el lenguaje natural para expresar la generalizacion, ninguno de

ellos empled simbolos en su generalizacion.

e) ;Como le explicaria a un compafiero el procedimiento necesario para obtener ¢l numero de cuadrados
para cualquier figura?
'\{0 1@ ‘f’f?ll((\rid 4 m! (lﬂ'?t‘\i-“"“ d“'i

Nuared (]5 L\ {H)-Jh\

n;}.l‘g que el 'IQUHA_;J € ol doble (l(" ‘3!

(Uodratios
ol , : PIEA >
f) Encuentre algin método o expresion Gue le permita determinar cuéntos se necesitan para formar

cualquier figura de la secuencia.

[} mHJ&) ST oronhe L ri doble do\ nimen de lo

Figqurd
L

Figura 26. Modelo de solucion referencial propuesto por un estudiante que consigue establecer

una relacion de caracter funcional entre las variables, mediante el registro natural.

Es necesario resaltar la importancia de las interacciones que se presentaron entre algunos
integrantes del grupo en la construccion de este modelo, en las cuales se evidencian la manera en
que las estrategias informales de algunos de sus integrantes posibilitaron la consolidacion de

aspectos generales.

Estudiante (Edison): imaginese dos filas y vaya aumentando de a dos personas...

Profesora: ;dos personas?

Estudiante (Edison): si, en cada fila

Profesora: imaginese dos filas, ;de qué?

Estudiante (Edison): de persona (risas)

Profesora: dos filas de personas, y en cada fila, ;cuantas personas hay? ......

Estudiante (Edison): una

Profesora: y después que pasa

Estudiante (Edison): vayale aumentando una persona a cada fila.

Estudiante (Valentina): yo le diria que hiciera dos filas, con el mismo numero pues,.... que tiene la
figura.

Profesora: dos filas con el mismo numero de la figura, entonces... si vamos a hacer la figura
numero tres?

Estudiante (Valentina): pues, con el dedo sefiala en el tablero lo que serian dos filas, y en un tono
muy bajo de vos me dice Pues, una fila de tressss.

E (Brayan): dos filas de a tres.

Figura 27. Interaccion entre alumnos en la construccion del modelo
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Finalmente y considerando los resultados obtenidos al implementacion la tarea N°1, se hace
necesario continuar trabajando con secuencias figurales, y plantear una tarea que le permita a los
estudiantes determinar a partir de una secuencia, varias relaciones de dependencia, posibilitando
de esta manera la busqueda de generalidades a partir de diferentes estrategia de solucion,

fundamentadas en el ver, decir y registrar.

4.1.2 Tarea 2: Baldosas

Sara construyo una secuencia de figuras con pequenas baldosas blancas y grises dispuestas de la siguiente
manera:

1 2 3 &
A partir de esta secuencia responde las siguientes preguntas:

1) Representa la quinta figura de la secuencia.

2) Representa la sexta figura de la secuencia.

3) /Cudantas baldosas en total tiene la figura 10?

4) ;Qué figura de la secuencia tiene en total 81 baldosas?

5) Ayuda a Sara a completar la tabla que tiene para organizar los datos

Numero de la | Numero de | Numero de | Numero total
figura baldosas baldosas de baldosas
blancas Grises

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Figura 28. Tarea 2. Baldosas.

Tal y como se justifico en el tercer capitulo de esta investigacion, con la Tarea 2 se pretendia que
los estudiantes tuvieran la oportunidad de analizar la secuencia, e identificar diferentes relaciones

de dependencia entre las variables involucradas, expresandolas en diferentes registros de
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representacion. Una vez conformados los mismos grupos de trabajo, se entregd el material de
manera individual para ser desarrollado, en general se pudo observar una actitud favorable frente
al desarrollo de la tarea propuesta, a diferencia de la primera tarea, se observa una disposicion
natural para trabajar en grupos y plantear propuestas de solucion frente a cada uno de los
interrogantes. Evidentemente los estudiantes encontraron dificultades para expresar (verbalizar)
de manera clara y convincente el patron encontrado, y es aqui donde la interaccion entre los
estudiantes cobré mucha importancia, ya que fueron justamente ellos los encargados, en una
produccion colectiva, de ir precisando dichas expresiones, dotdndolas de nuevas interpretaciones
y significados cada vez mas relevantes. Fue interesante observar la dindmica de interaccion entre
diferentes grupos, que permitio el intercambio de diferentes estrategias de solucion. Durante el
trabajo en grupo, pase por cada uno de ellos escuchando sus propuestas de solucidn, sus
discusiones; se presentaron algunos momentos en los que fue necesario intervenir a través de
preguntas que posibilitaran desbloquear algunas dindmicas de grupo, siempre motivandolos a
explicar los elementos caracteristicos que cada uno de ellos habia conseguido percibir de la
secuencia.

Hay que mencionar que durante la implementacion se detectaron algunas dificultades con el
disefio de la tarea N°2, relacionadas con la falta de precision en algunas preguntas, por lo cual
fue necesario intervenir y aclarar verbalmente que el objetivo que se buscé alcanzar con la casilla
en blanco era precisamente encontrar una expresion o formula que les permitiera determinar la
cantidad de baldosas blancas, grises y totales para cualquier nimero de figura, sin embargo, y a
pesar de la aclaracion algunos estudiantes no comprendieron y continuaron con el patron, otros
lograron reconocer y expresar algunas relaciones de dependencia entre las variable, en las cuales
representaban la variable independiente mediante la palabra figura, ante lo cual sugeri
reemplazar dicha palabra por algiin simbolo o letra que les representara el numero de la figura,
ante lo cual ellos sugirieron que la mejor opcion era la letra F.

La caracterizacion de las propuestas de los estudiantes frente a la segunda tarea, se organizoé de la
siguiente manera:

Estudiantes (Categoria 1B; 31,43%) que reconocen las variables involucradas y consiguen
establecer relaciones particulares entre ellas a través de procesos recursivos. Evidentemente estas
relaciones de dependencia emergieron cuando los estudiantes percibieron algunas regularidades

en los valores que registraban en la tabla del quinto punto, razon por la cual dejaron de lado la
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secuencia y continuaron trabajando con el modelo encontrado, asi pues, los estudiantes ubicados
concluyen de una figura a la otra, las baldosas blancas aumentan de uno en uno a partir de cinco,
las grises de dos en dos a partir de cuatro, y la totalidad de las baldosas de tres en tres a partir de

nucve.
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Figura 29. Modelo de solucion propuesto por un estudiante que consigue establecer relaciones

entre las variables a partir de proceso recursivos.

Este tipo de producciones pone de manifiesto el reconocimiento de ciertas regularidades y
relaciones numeéricas entre los resultados obtenidos en la tabla, relaciones que resultan ttiles en
casos particulares, pero que cuentan con limitaciones relacionadas con la poca funcionalidad del
modelo para conocer la cantidad de baldosas en un arreglo donde la variable independiente tome
valores grandes, sin la necesidad de conocer los resultados anteriores. Segtn lo dicho hasta el
momento, este modelo corresponde a un modelo de la situacion, lo cual permite ubicar a los
estudiantes en un nivel de comprension referencial.

Durante el trabajo en grupo se pudo identificar que los estudiantes que lograron establecer estas
relaciones mediante procesos recursivos, lo hicieron a partir de los resultados obtenidos en la

tabla, sin establecer ni identificar estas variaciones en la secuencia propuesta.

Profesora: ;cuéntanos que encontraste?

Estudiante (Cristian M): digamos en la figura 1, en la figural tengo, tengo 4 negras, 4 blancas, Mmmm
cinco, 5 blancas y ahi pa bajo (se refiere a la tabla del punto numero cinco) voy sumando uno a cada
una.

Profesora: y por qué?

Estudiante (Cristian M): Digamos, por ejemplo tengo cinco y le sumo otra, para 6 blancas, y asi
sucesivamente hasta el final. Y aca le sumo 2, 2 negras que son esas dos (sefiala las dos baldosas grises
de los extremos).

Profesora: ;Cuales se le suman, cuales se le suman?

Estudiante (Cristian M): Estas dos, pues yo le sumo estas dos (nuevamente seiiala en la grdfica las dos
baldosas grises de los extremos) le sumaba estas y mas estas y me daba asi sucesivamente, y para




Conceptualizacion de la funcion lineal y afin: Una experiencia de aula 69

encontrar el final sumaba de a tres.

Profesora: Pero mira que estas dos (serialo las dos baldosas grises de los extremos) o sea las dos de los
extremos, mira, préstame el lapiz por favor, o sea, es lo mismo, esta aca, pero también esta acd, o sea
(por qué le sumo los extremos, si siempre estdn?, también estan aca.

Estudiante (Cristian M): Se le suman estas.

Profesora: Que se le afiadio, digamos si tengo la figura asi(serialo la figura uno), la figura uno, que le
afladimos(indico con la mano la accion de pasar de la figura uno a la dos)

Estudiante (Cristian M): otra, para que sea dos [4-.19 ~5:50]

Figura 30. Relaciones mediante procesos recursivos
Tiempo después, este mismo estudiante frente a una pregunta realizada durante la
socializacion, explica un método diferente para determinar el nimero de baldosas blancas al

planteado originalmente.

Profesora: Entonces ya lo saben, si yo les digo ;la figura nlimero... 15 cuantas baldosas blancas tiene?
Estudiante (Cristian M): blancas? Tiene 15, 16, 17, 18, 19, 19

Profesora: pero dime como es que lo hiciste, es que no me lo dicen y quiero que lo digan.

Estudiante (Cristian M): le sume estas 15, es como decir estas 15 acd y le sumo...; digo 15 y le sumo 4
de las esquinas. [16:20 ~16:45]

Figura 31. Método diferente para determinar el nimero de baldosas blancas

En este caso, es claro que Cristian evidencia un avance progresivo en la percepcion y
determinacion de una expresion general que le permita determinar el nimero de baldosas
blancas para cualquier numero de figura, sin embargo, la respuesta que dio por escrito no
refleja el procedimiento que explicd verbalmente, donde se observa claramente que persiste
€N pProcesos recursivos.

La falta de claridad en el instrumento gener6é que algunos estudiantes no comprendieran que
la intencionalidad de la casilla en blanco del quinto punto, era precisamente expresar en
forma generalizada cada una de las relaciones encontrada y no continuar con la secuencia,

procedimiento en el cual incurrieron algunos de los estudiantes ubicados en esta categoria.

Figura 32. Solucion propuesta por un estudiante que consigue establecer una relacion entre las

variables a partir de proceso recursivos.
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Dentro de esta categoria, se ubican algunos estudiantes que consiguen percibir una relacion
funcional que permite determinar el nimero de baldosas blancas para cualquier figura, sin
embargo, ante las otras relaciones, obtienen relaciones que aunque validas, requieren conocer el
valor de otras variables, que determinan mediante procesos recursivos, por ejemplo, el método
propuesto por una estudiante que permite determinar el nimero total para determinada figura
consiste en sumar el nimero de baldosas blancas y grises.

Estudiantes (Categoria 1E; 68,57%) en cuya produccidon se observa un reconocimiento de las
variables involucradas en la secuencia y el establecimiento de una relacion de caracter funcional,
expresada en un lenguaje no algebraico. En esta tarea, a diferencia de la primera, se observa que
los estudiantes  plantean expresiones con las cuales pretenden generalizar las relaciones
encontradas, expresiones que tienen una estrecha relacion con lo que perciben, en las cuales
aparecen los primeros simbolos con los que intentan representar las variables involucradas.
Comenzaré dando dos ejemplos, sobre las expresiones que permiten determinar el nimero de
baldosas blancas, grises y el total de ellas, planteadas por los estudiantes, en el primer caso los

estudiantes identifican ciertas caracteristicas en la secuencia que les permite generalizarla.

Profesora: Buscame una relacion entre este nimero (Serialo en hoja de trabajo la figura N° 1) y las
baldosas blancas, hay algo que relaciona este nimero con las baldosas blancas.

Estudiante (Novoa): algo que tienen comun esta, con esta, con esta, es que en el centro siempre es un
multiplo de tres, entonces en el uno, se descuentan los lados, se descuentan los lados,...

Estudiante (German) digale mas facil, N° de la figura por 3 mas 6.

Estudiante (Novoa): Si, jentonces uno que hace? Usted multiplica el nimero de la figura por 3 y luego
le suma 6.

Profesora: jese seria para todas las baldosas?

Estudiante (Novoa): si

Profesora: ahora tu reto es,.. Buscame para las baldosas blancas y grises.

Estudiante (Novoa): profe, profe ya, ya tengo el de las blancas, el nimero de las blancas es facil, es lo
mismo, en el centro esta el nimero de la figura, y entonces usted que hace? Suma el nimero de la figura
por..., le suma 4 al namero de la figura.

Profesora: y funciona con este también?( Sesialo en hoja de trabajo la figura N°2)

Estudiante (Novoa): Si

Profesora: ;por qué?

Estudiante (Novoa): porque es el nimero de la figura en el centro, y se le suman cuatro que son las
esquinas que no se pintan.

Figura 33. Expresiones que permiten determinar el nimero de baldosas blancas, grises y el total

de ellas
Los estudiantes ubicados en esta categoria reconocieron caracteristicas en la secuencia,
fundamentales en la posterior constitucion de expresiones de caracter general que les permitio

determinar el numero de baldosas para cualquier figura, como lo son por ejemplo, el numero de



Conceptualizacion de la funcion lineal y afin: Una experiencia de aula 71

baldosas blancas del centro corresponde al nimero de la secuencia; las cuatro baldosas blancas
de las esquinas es un valor que se mantiene constante para cualquier figura, al igual que las dos
baldosas grises a lado y lado de cada figura y finalmente, el nimero de baldosas grises centrales
corresponden al doble de las blancas. El reconocimiento de estas caracteristicas, posibilité que
los estudiantes consiguieran establecer una relacion matematica entre el nimero de la figura y la
cantidad de baldosas en cada uno de los casos, promoviendo asi, una evolucion progresiva en los
niveles de compresion, “en la medida en que los estudiantes doten de significado matematico las
estrategias de solucion (...), es posible que la reflexion los lleve a construir expresiones

algebraicas que modelen la situacion” (Henao & Vanegas, 2012, p. 108)
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Figura 34. Modelos de solucion propuestos por un estudiante que consigue establecer

relaciones funcionales entre las variables, expresada en un lenguaje no algebraico.

La mayoria de los estudiantes ubicados en esta categoria plantean una expresion similar a la del
ejemplo anterior, tan solo una estudiante planteé una expresion diferente que permite encontrar
el nimero total de baldosas para cualquier figura, y consiste en sumar 2 al nimero de la figura,
resultado que debe multiplicarse por 3. La estudiante estructura la expresion encontrada en el
mismo orden en que pensO las operaciones, lo cual puede configurarse en una dificultad al
desconocer elementos claves como el orden en el que deben desarrollarse las operaciones.

Total de baldosas = (N° figura +2) x 3

1 2 3
Figura 35. Total de baldosas
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Figura 36. Modelos de solucion general propuestos por una estudiante que consigue establecer

relaciones funcionales entre las variables, expresada en un lenguaje no algebraico.

Este tipo de modelos permite evidenciar elementos fundamentales en el proceso de
matematizacion vertical, lo cual permite ubicar a los integrantes de este grupo en un nivel de
comprension general.

En términos generales, los resultados obtenidos al implementar la tarea N°2 permiten inferir un
reconocimiento global de la situacion por parte de los estudiantes, quienes consiguen establecer
algunas relaciones de dependencia a través de diferentes modelos matematicos entre las variable
que intervienen en la situacion, encontrando algunas dificultades para representar dichas
relaciones a través del registro algebraico, ya que constituyen la formula en el orden en el que
perciben a regularidad, dejando de lado el orden en que deben realizarse las operaciones.

Estos resultados sugieren la necesidad de ajustar y disefiar tareas que posibiliten modelar
situaciones de variacion lineal en otro tipo de contextos, que se promueva la conversion del
registro natural al registro simbodlico y grafico, la construccion e interpretacion de los gréaficos

cartesianos y del registro tabular. Incluir otros pipos de registros que permitan la modelacion.

4.1.3 Tarea 3: Prendas y salarios.

La empresa de confecciones TUESTILO Ltda., se tienen dos clases de operarios: los de las maquinas planas
y otros para las planchas a vapor, a estos ultimos se les paga sus servicios con un salario base de 380.000 a
la semana, mas una comision de 3140 por cada prenda planchada. A los operarios de las maquinas planas
se les paga el dia segun un salario minimo establecido por la empresa, mas una comision por cada prenda
extra elaborada.
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1) Con respecto a los operario asignados a las mdquinas planas, responda:
Si se sabe que la produccion minima exigida por la empresa para los operarios de las maquinas planas es
de 200 prendas diarias, complete la siguiente informacion.

NUMERO DE PRENDAS SALARIO TOTAL
ELABORADAS A DIARIO DEVENGADO (DIARIO)
200 324000
210 325000
221
$28500
$24500
251
305
$41800
298

a) Si un operario de mdaquina plana recibe por un dia de trabajo un pago de $31.200 ;Cudntas prendas
elaboro ese dia?

b)  ;De qué depende la asignacion diaria de los operarios de maquina plana?

c¢) Exprese la relacion existente entre el numero de prendas elaboradas a diario y el salario total
devengado por un operario de maquina plana

d) ;Cudl puede ser una expresion que permita calcular el salario de cualquier empleado de maquinas
teniendo en cuenta el valor de las comisiones?

2) Con respecto a los operarios asignados a las planchas a vapor responda:
a) ¢Cuanto ganaria un prensista a la semana si lograra planchar:

e ;20 prendas? 3
e ;200 prendas? 3
o ;750 prendas? $

b) Exprese la relacion existente entre el salario semanal y el total de prendas planchadas por estos
empleados utilizando los mismos pardmetros del inciso anterior.
c¢) Si uno de los empleados gané en una semana $152.800, ;qué se puede decir del total de prendas
planchadas en esta semana?
3) La empresa desea suprimir el salario minimo de los operarios encargados del planchado y propone al
sindicato que en cambio del salario base aumentara la comision en 840 por prenda planchada.
a) Si usted fuese asesor del sindicato, que opcion le sugeriria a los operarios y como justificaria que esta
decision es la mas acertada.
En su calidad de asesor del sindicato elabore una grdfica a partir de la cual pueda dar un argumento
convincente que la decision tomada es la mas acertada.

Figura 37. Tarea 3: Prendas y salarios.

Para el desarrollo de la tarea N° 3 se les pidio a los estudiantes reunirse en las parejas de trabajo,
sin embargo en esta oportunidad, algunos grupos de trabajo se reorganizaron de manera
autonoma y voluntaria, la actividad misma los llevo a interactuar espontdneamente con otros
compafieros, buscando diferentes estrategias que les permitieran responder a los
cuestionamientos. La eminente confusion de los estudiantes ante la situacion planteada, suscito la

necesidad de intervenir a través la lectura de la situacioén en voz alta, con el fin de garantizar una
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comprension por parte de los estudiantes, precisando junto con ellos, elementos clave
involucrados en la tarea. Pese a que se realizd la lectura, algunos estudiantes continuaban
confundiendo las condiciones de asignacion salarial de los dos tipos de empleados, por ello, fue
necesario precisar estos elementos en el tablero. Debido a la extension y complejidad que
encontraron los estudiantes frente al desarrollo esta tarea fue necesario emplear dos sesiones de
trabajo mas.

Considerando las sugerencias planteadas por Posada y Villa (2006b, p. 142), el anélisis de esta
tarea se realizo en dos momentos diferentes, el primero, donde la razon de cambio no es explicita
y debe ser calculada; y el segundo donde la razon es expresada explicitamente.

De acuerdo con el primer momento, donde la razéon de cambio debe ser calculada siguiendo las
orientaciones del enunciado y la informacion de la tabla, las propuestas de solucion planteadas
por los estudiantes se caracterizan de la siguiente manera:

Reconocen las variables involucradas pero no establecen relaciones entre ellas (43%, Categoria
1A), algunos de ellos confunden las condiciones de cada relaciéon. Jonathan, por ejemplo,

reconoce las variables involucradas pero no logra establecer una relacion entre ellas:

c¢) Exprese la relacién existente entre el nimero de prendas elaboradas a diario y el salario total
devengado por un operario de maquina plana

3

d) ;Cuél puede ser una expresién que permita calcular el salario de cualquier empleado de maguinas
teniendo en cuenta el valor de las comisiones?

Figura 38. Modelo de solucion situacional propuesto por un estudiante que no consigue

establecer relaciones entre las variables involucradas en la situacion.

Reconoce las variables involucradas, y consigue determinar la razén de cambio entre ellas; no
obstante, propone una expresiones que permiten pensar el establecimiento de una relacion
unicamente desde casos particulares (Categoria 1 B, 2.86%), que no logran generalizar. En este
sentido, el estudiante la asume como un conjunto de operaciones que debe seguir para calcular

un valor determinado, y no como una relacion entre las variables involucradas.
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¢) Exprese la relacién existente entre el nimero de prendas elaboradas a diario y el salario total
devengado por un operario de miquina plana
Qe al suwahse fas 2 fonda un S0l yiesultaal
Valltsse)

d) ¢Cual puede ser una expresién que permita calcular el salario de cualquier empleado de maquinas
teniendo en cuenta el valor de las comisiones?

1=/00 1= oy 400
200= 94 00 J 241

Figura 39. Modelo de solucion propuesto por un estudiante que consigue establecer una
relacion entre las variables a partir de un valor particular.

Reconocen las variables involucradas, identifican la razén de cambio y establecen relaciones de
caracter general entre ellas (1 C, 14.28%). Los estudiantes ubicados en esta categoria
consiguieron establecer una relacion de caracter general que consiste en sumarle 40 al numero
total de prendas elaborado, resultado que debe ser multiplicado por cien, y asi obtener el sueldo
devengado diariamente, al cuestionar a una de las estudiantes frente al por qué de este
procedimiento, manifiesta que el 40 es el valor que hace falta al nimero de prendas para ser igual

al sueldo, invisibilizando los ceros.

Tabla 2

Produccion diaria vs salario diario

Numero de prendas elaboradas Salario total devengado
a diario (diario)
200 320000

Una de las limitaciones de este modelo radica en que se constituye prescindiendo de las
condiciones iniciales dadas por la situacion, en el cual reconocen que el sueldo devengado
depende del numero de prendas elaboradas, y no, del nimero de prendas extra elaboradas, lo
cual permitiria pensar que no hubo un reconocimiento explicito de las variables involucras en
la situacion planteada. Evidentemente cuando validan su procedimiento y lo comparan con

las relaciones encontradas por otros compafieros, reconocen que efectivamente funciona.
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Una de las estudiantes ubicada en esta categoria considera oportuno explicar las dos
relaciones encontradas, admitiendo que la relacion de caracter funcional la constituyo a partir

de la interaccion con sus compaiieros de grupo.

c) Exprese la relacién existente entre el nimero de prendas elaboradas a diario y el salario Total
devengado por un operario de méquina plana e
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Figura 40. Modelo de solucion propuesto por una estudiante que consigue establecer

relaciones generales entre las variables, expresada en un lenguaje no algebraico.

Otro estudiante propone un modelo similar al anterior que consiste en “multiplicar el numero
total de prendas elaborado por cien, y sumarle 4.000”, cambiando de esta manera las

condiciones iniciales dadas por la situacion, al igual que el modelo anterior.

Estudiante (Novoa): {Como hicimos para determinar el total de plata? Facil, si por 200 prendas le estan pagando
esto, que son $24.000, sea el nimero que sea, el numero de prendas siempre se tiene que multiplicar por 100, ;por
qué por cien? Porque por cada prenda le estan dando $100.

Profesora: por cada prenda, e....

Estudiante (Novoa): le dan un bono extra

Profesora: extra

Estudiante (Novoa): entonces aqui, este no es el salario total que ellos se llevan, o sea si? El salario total que ellos
se llevarian en un dia asi no hiciera prendas seria $4.000.

Profesora: ;por qué? No, ahi no dice eso.

Estudiante (Novoa): Si, si porque dice que la empresa tiene un salario especial determinado por la empresa, si, un
salario minimo establecido por la empresa.

Profesora: Pero mira cual es la condicion para que la empresa le de ese salario (retomo el texto y comienzo a leer

textualmente), “Si se sabe que la produccion minima exigida por la empresa, para los operarios de maquina plana

es de doscientas prendas diarias”, o sea, lo minimo que ¢l tiene que hacer son 200 prendas, para que le den
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$24.000, sin no las hace no le pagan.

Estudiante (Novoa): si, pero entonces hay llego yo, como éste [sefiala la cifra en la tabla con el dedo] es el ntimero
mas pequeflo de prendas que pueden hacer en el dia y éste [sefala la cifra respectiva en la tabla] es el salario menor,
entonces, usted multiplica esto [sefiala las 200 prendas elaboradas a diario] por 100 le va a dar $20.000 mas

$4.000.

Figura 41. Modelo de solucion elaborado por cien, y sumarle 4.000

Durante la socializacion de las propuestas de solucion, el estudiante reportado en el fragmento de
audio, explica el procedimiento planteado, intervenciéon que me permitid hacer cuestionamientos
relacionados con el reconocimiento de las condiciones iniciales plantadas por la situacion,
esperando por parte de los estudiantes el reconocimiento de dichas condiciones y el
planteamiento de un nuevo modelo constituido a partir de dichas condiciones. Efectivamente el
estudiante reportado reelaboré un modelo diferente, en el cual considerd las condiciones iniciales
planteadas por la situacion.

Reconocen y establecer una relacion de caracter funcional Ginicamente para valores especificos
(Categoria 1D, 17.15%), en las cuales se evidencia que los estudiantes consiguen determinar la
razén de cambio entre las variables involucradas, no obstante, la relacion encontrada la expresan
desde un caso en particular, explicandola como un ejemplo, lo cual se convierte en un limitante
que impide trabajar en el plano de los general. Este modelo que da cuenta de una relacion de
caracter funcional entre las variable, permite demostrar la importancia del registro natural en los
procesos de matematizacion. La forma en que los estudiantes constituyen y utilizan este modelo,
se reconoce como un elemento fundamental dentro del proceso de matematizacion vertical, lo

cual permite ubicar a los estudiantes de este grupo en un nivel de compresion referencial.

¢) Exprese la relacién existente entre el niimero de prendas elaboradas a diarie y el salario total
devengado por un operario de maquina plana
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d) ;Cuél puede ser una expresién que permita calcular el salario de cualquier empleado de méquinas
teniendo en cuenta el valor de las comisiones?

a4 72

1372 x too= 14200 374000 -
U.PER 05 salarin

Figura 42. Modelo de solucion propuesto por una estudiante que consigue establecer una

relacion de carécter funcional entre las variables a partir de un valor particular.
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Este grupo recoge las producciones de los estudiantes (Categoria 1E, 54.28%) que establecen
una relacion de caracter funcional entre las variables involucradas y encuentran una expresion no
algebraica que les permite generalizarla. En cuanto a las expresiones encontradas, se puede
evidenciar que acudieron al registro natural y simbdlico, apoyados fundamentalmente en un
tratamiento aritmético, expresiones organizadas en el mismo orden en el que pensaron las

operaciones, en las que evidentemente se desatienden algunas reglas operacionales.

-
d) ;Cuél puede ser una expresidn que permita calcular el salario de cualquier empleado de maquinas
teniendo en cuenta el valor de las comisiones?

(00 ) 20N Ao = 9P+ 04 ceo =

Figura 43. Modelo de solucién propuesto por una estudiante que consigue establecer una

relacion de caracter funcional entre las variables, expresada en un registro simbolico.

Esta clase de modelos pone al descubierto elementos importantes del proceso de matematizacion
vertical, como lo es la reflexion de algunas estrategias y procedimientos que posibilitaron la
constitucion de aspectos generalizables, dando lugar a un modelo para resolver la situacion,
modelo que permite ubicar los estudiantes de este grupo en un nivel de comprension general.

Debo resaltar que la mayoria de los estudiantes ubicados en esta categoria, plantean expresiones
en las que invisibilizan alguna de las variables involucradas, y en consecuencia sus relaciones de

dependencia.

Profesora: ;Qué dice aca?

Estudiante (Alejandra R.): 200 prendas, acd este, porque es el numero, mmm como el nimero
determinado de prendas. Mientras, mientras uno escribe el nimero que es, el de prendas por cien, ahi
esta el igual.

Estudiantes: [otra integrante del equipo la contradice, dice que no se debe multiplicar por cien, y en vez
de ello, debe sumarlos]

Estudiante (Alejandra R.): es por cien, yo lo hago por cien; igual, mas los $24.000, y me da el resultado.
Asi hice estas.

Profesora: ;Como lo hiciste?, digamos, ;en donde metiste esto en la operacion?

Estudiante (Alejandra R.): ahi estan las 200 prendas y aca....

Profesora: Digamos que vamos hacer mmm 360 prendas, ;coémo lo harias?, hazlo.

Estudiante (Alejandra R.): dejo los 200 aparte

Profesora: listo, entonces no los metes en la ecuacion, ;no los metes?

Estudiante (Alejandra R.): No, por eso lo dejo ahi a un ladito. Y... ;cuantos eran? ;300 qué?

Profesora: 60

Estudiante (Alejandra R.): y aca, 160 por cien, igual, y el resultado que me da, mas $24,000, y ahi me
da. Yo lo hice asi.

Figura 44. Invisibilizacion de algunas variables involucradas
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Con respecto al segundo momento, en donde la razén de cambio entre las variables aparece
explicitamente en la situacion, las propuestas de solucion desarrolladas por los estudiantes se
organizaron de la siguiente manera:

e Estudiantes (20%) que no propusieron ningln tipo de estrategia de solucion, que
permitiera evidenciar el reconocimiento de la relacion entre las variables involucradas
en la situacion.

e Estudiantes (1 D; 14,28%) que logran establecer la relacién funcional entre las
variables, unicamente a partir de valores especificos, que no consiguen generalizar a
través de una expresion. De modo que esta produccion, limitada a casos particulares,
puede considerarse un modelo de, carente de un simbolismo matematico que permita
generalizar la situacion, ubicando a este grupo de estudiantes en un nivel de
comprension referencial. A manera de ejemplo, es oportuno mencionar la produccion
de un estudiante ubicado en esta categoria, quien evidentemente en el tercer punto,
logra capturar en ambos casos y desde valores especificos las relaciones de
dependencia entre las variables. Este planteamiento le permitido contrastar los

resultados y poder tomar asi una decision frente a la situacion sugerida.

3) La empresa desea suprimir el salario minimo de los operarios encargados del planchado y propone al
sindicato que en cambio del salario base aumentar4 la comision en $40 por prenda planchada.

a) Si usted fuese asesor del sindicato, que opcién le sugeriria a los operarios y como justiticaria que

esta decisién es la més acertada. i '\QY‘O cioe) 5e80n_do
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Figura 45. Modelos de solucién propuestos por un estudiante que consigue establecer relaciones

de caracter funcional entre las variables a partir de valores particulares.

Estudiantes (Categoria 1E; 62,85%) que consiguen constituir una relacion funcional entre las
variables como un modelo de la situacion, reconociendo claramente la relacion de dependencia
entre las variables, no obstante, en el momento de escribir la relacion de dependencia entre ellas,
algunos de ellos, omiten una de las variables involucradas (el salario total devengado). La

totalidad de los estudiantes ubicados en esta categoria, recurren al registro natural para explicar
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la relacion encontrada, en palabras de ellos el procedimiento, apoyados nuevamente en una
formulacion basicamente operacional, lo cual permite asociarlos a un nivel de comprension
general, gracias a que consiguieron identificar los aspectos fundamentales asociados a la
situacién de variacion y sintetizarlos en una expresion, que evidentemente carece de un

simbolismo matematico apropiado.

b) Exprese la relacion existente entre el salario semanal y el total de prendas planchadas por estos
empleados utilizando los mismos parametros del inciso anterior.

Y

4 k .[\,\I! i

Exprese la relacion existente entre el salario semanal y el total de prendas planchadas por estos
empleados utilizando los mismos pardmetros del inciso anterior.

I

Figura 46. Modelos de solucion propuestos por estudiantes que consigue establecer relaciones

de caracter funcional entre las variables, expresadas mediante un leguaje no algebraico.

A manera de sintesis, los estudiantes encontraron un mayor nivel de dificultad en relacion con la
tarea N°3, posiblemente por la extension y variedad de relaciones de dependencia que podian
deducirse de la misma, esto llevdo a que muchos estudiantes no concluyeran con la actividad
programada. En cuanto a la utilizacion de otros sistemas de representacion, puedo decir que los
estudiantes no reconocen en el registro grafico una opcidon que les permita establecer una
relacion de dependencia entre las variables, situacion que se complica debido a la escasa
comprension que se tiene de este registro y la utilizacion del mismo.

Esto sugiere el planteamiento de tareas que posibiliten el acercamiento de los estudiantes con
este registro, y la conversion a otros registros. Frente a esta circunstancia fue necesario retomar
la tarea en dos sesiones mas en las que se posibilitaron las condiciones para que los estudiantes
pudieran comprender la situacion y sugerir diferentes alternativas de solucion.

Evidentemente los estudiantes logran establecer con mayor facilidad relaciones de dependencia
cuando el valor de la razon de cambio se da explicitamente, que cuando no se les da y debe ser
calculado. Esto me permite considerar dos tipos de situaciones que deben trabajarse por
separado en las proximas tareas y evitar asi confusiones y desmotivacion por parte de los

estudiantes.
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4.1.4 Tarea 4: Desprendibles de nomina.

Ragquel trabaja como asesora comercial en la compaiiia “ELECTROHOGAR”, dedicada a la comercializacion de
electrodomésticos. En esta compaiiia los ingresos de Raquel dependen de una asignacion basica de $20.000
diarios, mas una comision de $5.000 por cada millon vendido.

A continuacion aparecen cuatro desprendibles de nomina de Raquel del aiio 2015

@ COMPROBANTE DE PAGO

@ COMPROBANTE DE PAGO

81

IDENTIFICACION: PERIODO: Del 01/10/14 IDENTIFICACION: PERIODO: Del 01/11/14
52°432.401 al 31/10/15 52°432.401 al 30/11/15
NOMBRE: CARGO: NOMBRE: CARGO:
Raquel Guerrero Asesor Comercial Raquel Guerrero Asesor Comercial
DEVENGADO DEVENGADO
Dias Dias
trabajados 26 trabajados 24
NETO A . . NETO A . .
PAGAR: S 740.000 Firma del Trabajador PAGAR: S 800.000 Firma del Trabajador

@ COMPROBANTE DE PAGO @ COMPROBANTE DE PAGO

IDENTIFICACION: PERIODO Del 01/12/14 IDENTIFICACION PERIODO: : Del
52°432.401 al 31/12/15 52°432.401 01/01/15 al 30/01/16
NOMBRE: CARGO: Asesor NOMBRE: CARGO:
Raquel Guerrero Comercial Raquel Guerrero Asesor Comercial
DEVENGADO DEVENGADO
Dias Dias
trabajados 20 trabajados 24
NETO A " . NETOA . .
PAGAR: $960.000 Firma del Trabajador PAGAR: S 640.000 Firma del Trabajador

a) ¢Cudntos millones vendic Raquel en diciembre del 2015?

b) ;Cudntos millones vendid Raquel en Enero del 2016?

¢) ¢Cuanto dinero devengaria Raquel en un dia, si realizara ventas por un valor de $ 3 millones?

d) Que sucederia con su salario, si no logra vender electrodomésticos en determinado dia

e) ¢De qué depende la asignacién mensual de Raquel?

A partir del mes de febrero del 2015, Raquel fue asignada a un nuevo punto de venta, en donde debe trabajar un
total de 25 dias al mes

a) Sien Febrero vendio § 49 millones ;Cudl fue el sueldo recibido por Raquel este mes?

b) Sienmarzo su sueldo fue de $ 825.000 ;Cuantos millones vendio Raquel este mes?

¢)  Encuentre una expresion o formula que le permita determinar el sueldo que recibiria mensualmente Raquel
teniendo en cuenta las ventas realizadas.

Figura 47. Tarea 4: Desprendibles de ndmina

Con la tarea N°4, se pretendia en primer lugar que los estudiantes identifiquen la relacion de
cambio entre las tres variables involucradas, y en un segundo lugar, determinar si consiguen
reconocer la variable como constante y establecer asi, sus propios modelos, que les permitan
determinar una relacion funcional entre las variables involucradas mediante el registro

algebraico. Para el desarrollo de la tarea N° 4 se les pidio a los estudiantes reunirse en los grupos
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de trabajo organizados la ultima vez, en general se observd una buena disposicion de los
estudiantes frente al desarrollo de la tarea. Con el fin de evitar confusiones se inicia el desarrollo
de la tarea haciendo una lectura en voz alta, verificando mediante preguntas la comprension por
parte de los estudiantes de la situacion planteada. El tiempo destinado para el desarrollo de la
actividad fue optimizado al méximo por los estudiantes, lo cual permitio realizar la socializacién
del trabajo desarrollado por cada uno de los grupos en el tablero, propiciando de esta manera un
rol activo de los estudiantes, quienes propusieron alternativas de solucidon, escucharon y
validaron cada una de las propuestas de solucion de sus compaiieros.

Con respecto al ultimo punto de la tarea, fue necesario intervenir mediante preguntas con el fin
de evitar que los estudiantes continuaran ignorando alguna de las variables en las expresiones
planteadas, como hasta el momento venia ocurriendo en las tareas anteriores, ya que encontraban
una expresion simbdlica pero no una expresion que permitiera relacionar las dos variables. Las
propuestas de solucion planteadas por los estudiantes pueden caracterizarse de la siguiente
manera:

Reconocen las variables involucradas y consiguen reconocer que cambios en una variable
generan cambios en otra, no obstante, establecen relaciones de caracter general que no
corresponden (Categoria 1C; 14.7%). Las expresiones propuestas por los estudiantes permiten
percibir el reconocimiento de una relacion de dependencia entre el sueldo, los dias trabajados y
la cantidad de millones vendidos, no obstante los registros planteados reflejan confusiones de los
estudiantes con respecto a la variable independiente, en este caso millones vendidos, y su
relacion directa sobre el sueldo devengado, ya que prescinden de la razoén de cambio entre ellas.
Algunos estudiantes ubicados en esta categoria, ignoran la condicion propuesta en la situacion, y
continuan reconociendo y manipulando la cantidad de dias trabajados como una variable que
cambia y no como un parametro establecido, percepcion que se refleja en los modelos

constituidos, en el cual invisibilizan una de las variables “el sueldo”.

8. Encuentre una expresiéon o formula que le permita determinar el sueldo que recibiria mensualmente
Raquel teniendo en cuenta las ventas realizadas

* e AON Y 20.000 Y ewlones venddoy

Figura 48. Modelo de solucion propuesto por un estudiante que consigue establecer una

relacion general entre las variables, en donde omite la razon de cambio entre ellas.
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Este tipo de modelos permiten ubicar a los integrantes de este grupo en un nivel de comprension
referencial,

Establecen una relacion funcional entre las variables a partir de valores especificos (Categoria
1D; 11,77%), que no consiguen generalizar a través de una expresion o formula. Sus
planteamientos corresponde una explicacion del procedimiento que se debe seguir para

determinar el sueldo bajo unas condiciones establecidas por ellos mismos.

8. Encuentre una expresién o férmula que le permita determinar el sueldo que recibiria mensualmente
Raquel teniendo en cuenta las ventas realizadas
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Figura 49. Modelo de solucion propuesto por una estudiante que consigue establecer una

relacion de caracter funcional entre las variables a partir de un valor particular.

Este tipo de modelos carentes de simbolismos matematicos permite evidenciar la importancia del
registro natural para expresar la relacion de dependencia entre las variables, pese a que no
consiguieron expresarla en un nivel general.

Establecen una relacion de cardcter funcional entre las variables involucradas y encuentran
expresiones no algebraicas que permiten generalizar la relacién encontrada (Categoria 1E,
73.53%). Indiscutiblemente este tipo de producciones permiten evidenciar representaciones
simbolicas cada vez mas elaboradas, en donde emergen las primeras letras empleadas para
representar las variables; ademads, paréntesis que permitirian pensar en una necesidad por parte
de los estudiantes de simbolizar el orden en el que constituyeron la relacion de dependencia

encontrada.

Figura 50. Modelo de solucion propuesto por una estudiante que consigue establecer una
relacion de caracter funcional, en donde desconoce que la variable dias trabajados adquiere un

valor constante.
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Aproximadamente la mitad de los estudiantes ubicados en esta categoria, consiguen identificar el
valor constante que adquiere la variable dias trabajados, valor que es registrado en las
expresiones propuestas por ellos. Los estudiantes restantes contintian considerandola una

variable susceptible de cambios.

~OOOOD %{__}{ v 5\! — S 0e) (‘_E &
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Figura 51. Modelo de solucién propuesto por una estudiante que consigue establecer una
relacion de caracter funcional, en donde la variable dias trabajados adquiere un valor constante.
De esta manera, los estudiantes organizados en este grupo lograron constituir una expresion
general como un modelo de la situacidon, gracias a que consiguieron reconocer las variables
involucradas y su relacion de dependencia y expresarla en un contexto eminentemente
matematico, lo cual permite ubicarlos en un nivel de comprension general.
Los resultados obtenidos al implementar la tarea N°4, me permiten confirmar una evolucién
respecto a las expresiones formuladas por los estudiantes, registros simbolicos en las cuales se
consideran las variables involucradas y la relacion funcional entre ellas, suceso que no se
evidencid en tareas anteriores. Las expresiones simbodlicas que proponen los estudiantes
adquieren sentido y significado para ellos, evidenciando de esta manera, una evolucion
progresiva respecto a los modelos planteados.
La tarea N°4 posibilitdé basicamente el uso de dos registros de representacion y la articulacion
entre ellos, del registro natural al simbolico, por lo tanto es indispensable considerar otros
registros de partida en una proxima tarea.

4.1.5 Tarea 5: Planes de voz.

A continuacion se muestran los grdficos de algunos planes de voz de tres compaiiias de telefonia celular, en donde se relaciona el
numero de minutos y el valor a pagar. Analice cada una de esta propuestas
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[
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COMPANIA TELEFONICA N° 1 COMPANIA TELEFONICA N° 2 COMPANIA TELEFONICA N° 3
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1. Siusted tuviera que tomar la decision y determinar cudl de ellos es mas favorable, ;Qué plan tomaria?

COMPANIA TELEFONICA N° 1
COMPANIA TELEFONICA N°2
COMPANIA TELEFONICA N° 3

2. ¢Qué razones justificarian que el plan elegido corresponde a la decision mas acertada? Explique por qué ese y no otro.

3. Encuentre una expresion algebraica que le permita determina el valor a pagar para un niimero n de minutos del plan elegido.

Figura 52.Tarea 5 planeas de voz

Tal y como se justifico en el tercer capitulo de esta investigacion, la situacion problema
planteada en la tarea 5 le permitio a los estudiantes comparar algunas caracteristicas visuales
matematicamente relevantes en el registro grafico con el fin de posibilitar la conversion al
registro algebraico. Esta tarea fue desarrollada por cada estudiante en los grupos de trabajo
conformados con anterioridad, inicialmente se presentaron algunas restricciones en cuanto a las
propuestas de solucién planteadas por los estudiantes, quienes se limitaron a la informacion
suministrada por las graficas, sin sugerir un analisis mas profundo, situacion frente a la cual fue
necesario intervenir haciendo algunas aclaraciones respecto a la tarea propuesta.

En lo que se refiere a las propuestas de solucion planteadas por los estudiantes pueden
describirse de la siguiente manera:

Consiguen reconocer y establecer una relacion de dependencia de una variable con respecto a la
otra, unicamente para valores especificos (Categoria 1D; 37,15%), no emplearon ningun registro
que permita evidenciar la generalizaciéon de dicha relacion. La totalidad de los estudiantes
ubicados en esta categoria logran determinar la razén de cambio entre las variables de la opcion
elegida, no obstante, la relacion entre las variables involucradas la establece desde valores
particulares, algunos de ellos intentan describir la relacién encontrada y explica las razones que

les permitieron elegir la tercera compaiia como la mejor opcidn entre los planes a elegir.

3. Encuentre una expresion algebraica que le permita determina el valor a pagar para un nimero n de minutos del plan clegido,
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Figura 53. Modelo de solucion propuesto por un estudiante que consigue establecer una

relacion de carécter funcional entre las variables a partir de un valor particular.
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En efecto, la figura pone en evidencia el reconocimiento por parte de los estudiantes de ciertas
regularidades que le permite establecer algunas relaciones numéricas entre las variables, no
obstante, una dificultad con este tipo de modelos radica en que el andlisis se hizo sobre un caso
particular de la situacion misma, y no cuenta con un andlisis que permita trabajar en el plano de
lo general, que permita determinar el valor que debe ser cancelado por emplear cualquier
cantidad de minutos. Este tipo de modelos permiten reconocer elementos fundamentales dentro
del proceso de matematizacion vertical, lo cual permite ubicar a los integrantes de este grupo en
un nivel de comprension referencial.

Corresponde a la produccion de los estudiantes (Categoria 1E; 14,28%) que a partir del registro
grafico consigue identificar una relacion de dependencia entre las variables, la cual expresan en
un lenguaje simbodlico no algebraico. De hecho, las expresiones propuestas por los estudiantes
ubicados en esta categoria ponen de manifiesto el reconocimiento de ciertas regularidades y
relaciones numéricas, que permiten evidenciar algunas dificultades que encuentran los
estudiantes en cuanto al uso y significado del signo igual, ya que en algunos casos, fue
interpretado como un operador encargado de separar una secuencia de operaciones, y en otros

casos, fue omitido de las expresiones, razon por la cual una de las variables fue ignorada.

N

Figura 54. Modelos de solucion propuestos por estudiantes que consiguen establecer una
relacion de caracter funcional entre las variables, expresada mediante un lenguaje simbdlico no
algebraico.

Lo importante de este tipo de producciones, es que evidentemente son modelos que
gradualmente adquieren un cardcter mas general, de manera que, este grupo de estudiantes que
consiguid identificar y establecer una relacion de dependencia entre las variables mediante
simbolos y relaciones numéricas, constituyen un modelo para la situacion, lo cual permite ubicar
a este grupo de estudiantes en un nivel de comprension general.

El altimo grupo corresponde a la produccion de los estudiantes (Categoria 1F; 51,43%) que a

partir de la situacion planteada, consiguieron reconocer y establecer una relacion funcional entre
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las variables, la cual fue expresada a través del registro algebraico. Con la intension de
identificar bajo qué condiciones una opcidon es mas conveniente que otra, algunos estudiantes
ubicados en este grupo compararon los tres planes de voz en diferentes momentos, esto les

permiti6 plantear las relaciones funcionales

Figura 55. Modelo de solucién propuesto por una estudiante que consigue establecer una

relacion de caracter funcional entre las variables, a través del registro algebraico.

En los ejemplo se puede observar como algunos estudiantes plantean expresiones en donde
consideran la razén de cambio como una variable susceptible de cambios a pesar de conocer su

valor.

Estudiante (Michel): nosotros nos pusimos a.... como analizar, digamos, usted hablé 90 y en total pagd
$16.000, aca habld 50 minutos y tuvo que pagar $15.000

Estudiante (Tania G): [otra integrante del equipo mismo equipo] Acéa pagd 1.000 mas por 40 minutos.
Estudiante (Michel): mil mas por 90 minutos.

Profesora: Cuanto, ;Cuanto?

Estudiante (Michel): mire, acd son 40 minutos mas y pago solo $1000 a diferencia de este [la estudiante
sefiala las dos primeras graficas del problema]

Estudiante (Tania G): y aca hablé menos.

Profesora: Y este [se hace referencia a la tercera grafica]

Estudiante (Tania G.): y en este, hablo 45 minutos y le cobraron 9.500. Hay la diferencia seria de cuanto
esta..., hay 9.500 entonces la diferencia seria, entonces seria tres.

Figura 56. Raz6n de cambio como una variable

Este tipo de producciones ponen de manifiesto la manera en que los estudiantes ubicados en este
grupo identifican la relacion de dependencia entre las variables y consiguen constituir una
expresion general, a partir de la comparacion de las caracteristicas visuales de tres graficas
cartesianas diferentes, lo que permite ubicarlos en un nivel de comprension general gracias a que
consiguieron reconocer a partir del registro grafico los elementos relevantes de la situacion
planteada y modelarlos en un contexto eminentemente matematico, por lo que es apropiado

ubicarlos en un nivel general.
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4.1.6 Tarea N° 6: Secuencias numéricas.

88

Observe atentamente las siguientes secuencias numericas y responda.
a) 1,4,7, 10, 13,......
b) 3,7, 11,15 19,.....
1. El numero que ocupa la posicion 15 es:
2. Escriba una expresion algebraica que le permita calcular el n-ésimo término de la secuencia
numeérica dada:

Figura 57. Tarea N° 6: Secuencias numéricas.

Inicialmente se penso que la situacion planteada en la ultima tarea mostraria un mayor grado de

dificultad para los estudiantes, no obstante el tiempo destinado por ellos para su desarrollo

disminuy6 en comparacion con las otras.
Las secuencias propuestas se generaron a partir de los términos generales
a) 4dn—-1,conn=1,23,.....

b) 3n—2,conn=1,2,3,.....

En términos generales las respuestas de los estudiantes permiten determinar que un (76,7%) de

los estudiantes consiguen reconocer y establecer una relacion de caracter funcional entre las

variables involucradas. Los estudiantes ubicados en este grupo consiguieron establecer una

expresion general como un modelo de la situacion, mediante el cual, consiguen generalizar

algunas relaciones numéricas e identificar la relacion de dependencia entre las variables, la cual

logran expresar mediante el registro algebraico, permitiendo ubicar a los estudiantes de este

grupo en un nivel de compresion general

El rOIeN 0 .c\‘: \o ('gulo Argc\ ‘.o. rrL.‘\k-F‘hrm'rcs A 5‘ '@
A

—}gﬂ 4-1 L_J‘\_,-\\ omor 1

Puwel o (ke_ —
o bigura | Evasiont 4p -1 = perdladol
Ap -1 - Pecoifado
£\ coliorw 'f.‘\.\-\vl’,\.‘(p 4 veceS @\ nwumtl0
MO0 A .Ii“ { CrN D f“\cl’b!
s -,1.:‘(*'[0 r(L; t:lc]'E\(_‘,- <c lc_: QJl'uri«(‘\ 4

Figura 58. Modelo de solucidon general propuesto por una estudiante que consigue

establecer una relacion de caracter funcional entre las variables involucradas en la secuencia

numérica.

Por ejemplo la produccion de esta estudiante pone de manifiesto un avance en los niveles de

comprension donde se evidencia el paso de un modelo de la situacion (mediante procesos
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recursivos continua con la secuencia) a un modelo para donde plantea una expresion

algebraica que permite generalizar el patron la relacion de dependencia encontrada.

Observe atentamente la siguiente secuencia numérica y responda.

&
a} 3,7,11,15,19,.%3
. L 172 3 S G
1. Elndmero que ocupa la posicion 15 es:

23 31 3% 33 43 43 5155 80,
e 3

&

IBX=c0-1=59

2. Escriba una expresién zlgebraica que le permita calcular el n-simo término de la secuencia numérica dada:

Hn-1=A
n= Fioura
R = Respuetto

Figura 59. Modelo de solucion propuesto por una estudiante que evidencia una evolucion

progresiva en la misma tarea, iniciando en un nivel de comprension referencial a uno general.
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5. Resultados, conclusiones y reflexiones finales
El trabajo desarrollado con los estudiantes de noveno grado, a partir del conjunto de tareas
propuestas en relacion con el objeto matematico funcién lineal y afin, permitié evidenciar la
importancia de orientar actividades hacia la constituciéon de los objetos mentales variable y
dependencia, fundamentales para la comprension de dicho concepto.
Si bien los estudiantes contaban con ideas relacionadas con las variables, se pudo evidenciar que
ellos les asignaban un significado restringido, en tanto las reconocian basicamente como
expresiones estaticas, con las cuales podian realizar ciertos procedimientos. Frente a esta
situacion, la implementacion de tareas permitié realizar un abordaje previo al trabajo simbodlico
con las variables, en tanto se propusieron contextos que exigian a los estudiantes percibir qué
cambia, como se produce el cambio y posteriormente comunicar a otros su percepcion con
respecto al cambio a través de diferentes registros de representacion. Esta metodologia permitio a
los estudiantes constituir una idea més amplia de los objetos mentales variable y dependencia,
conceptos que gradualmente fueron adquiriendo significado para los educandos, pues no sé6lo
pudieron reconocer las variables involucradas sino también establecer relaciones de dependencia
entre ellas.
En cuanto a las situaciones planteadas en el conjunto de tareas, éstas mostraron su papel
protagonico en relacion con el trabajo desarrollado por los estudiantes, en tanto se constituyeron
en puntos de partida, que permitieron proponer diversos modelos de solucion, formulados desde
diferentes niveles de comprension, los cuales paulatinamente se fueron perfeccionando, mediante
la reflexidn e interaccion entre los estudiantes y el docente.
El andlisis realizado a la produccion escrita de los estudiantes, durante la implementacion del
conjunto de tareas, permitié reconocer una evolucion progresiva en los modelos de solucion
propuestos por los mismos, que dan cuenta de la constitucion de los objetos mentales variable y
dependencia. Por ejemplo, en el caso de German, sus producciones ponen en evidencia dicha
evolucion con respecto a la formulacion de modelos de solucion, propuestos desde la primera,
hasta la sexta tarea.
Los modelos de solucion propuestos por el estudiante para las dos primeras tareas permiten
evidenciar un reconocimiento inicialmente implicito de las variables involucradas, las cuales
consigue relacionar mediantes procesos recursivos, que propician la organizacion de las

situaciones, desde casos particulares.
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e) ;Coémo le explicaria a un compafiero el procedimicnto necesario para obtencr cf niunero de cuadrados
para cualguier figura? .
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f) Encuentre algin método o expresién gue le permita determinar cudntos se necesitan para formar
cualquier figura de la secuencia.
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Figura 60 Modelo de solucion propuesto por German para las Tarea 1.
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Figura 61. Modelo de solucion propuesto por German para las Tarea 2.

Para la tarea 3, German propone un modelo de soluciéon en el cual se evidencia un
reconocimiento explicito de las variables involucradas en la situacion, entre las cuales consigue
establecer una relacion de dependencia, que plantea como un procedimiento que se debe seguir
para determinar el sueldo devengado a partir de cualquier nimero de prendas, aunque ain no
hace uso de un lenguaje simbolico. En este caso el estudiante recurre al registro en lengua natural

para expresar la relacion encontrada.

Lxprese la relacion existente entre el salario semanal y el total de prendas planchadas por estos
vupleadus udilizando lus mismos pardmetros del inciso anterior. '

Figura 62. Modelo de solucion propuesto por German para la Tarea 3

A partir de la tarea 4, este estudiante propone modelos de solucion que permiten identificar el
reconocimiento explicito de las variables involucradas en cada una de la situaciones, las cuales
relaciona a través de expresiones en las que emergen las primeras representaciones simbolicas
que le facilitan generalizar la relacion aritmética de dependencia encontrada, claro estd, con
algunas dificultades directamente relacionadas al registro algebraico, principalmente con la
utilizacion del signo igual, que reconoce como un operador encargado de separar una secuencia

de operaciones.
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Encuentre una expresion o formula que le permita determinar el sueldo que recibiria mensualmente
Raquel teniendo en cuenta las ventas realizadas
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Figura 63. Modelos de solucion propuestos por German para las Tareas 4 y 5.

Finalmente, ante la tarea 6, German consigue explicitar la relacion de dependencia entre las

variables mediante el registro algebraico.

2. Escriba una expresién algebraica que le permita calcular el n-simo término de la secuencia numérica dada:
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Figura 64. Modelo de solucion propuesto por German para la Tarea 6

En relacion con los avances logrados por el grupo de estudiantes, no todos lograron el avance
esperado, como es el caso de Sebastian, quien desde un principio encontrd dificultades para
organizar situaciones mediante procesos inductivos en contextos eminentemente matematicos

(tareas 1, 2 y 6), los cuales insiste en organizar, a través de procesos recursivos.

;Como le explicaria a un compafiero ¢l procediniento necesario para obtener el nimero de cuadrados
para cualquier figura? .
516 Rdua dumento 1o cuadiad) dymentda Por 2

Figura 65. Modelo de solucion propuesto por Sebastian para la Tarea 1.

Escriba una expresitn algebraica que le permita calcular el n-simo término de la seruancia numérica dada:’

wii¥= 5
\
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Figura 66. Modelo de solucion propuesto por Sebastidn para la Tarea 6.
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Sin embargo, Sebastian ante situaciones realistas, pone en juego su sentido comun y diversas
estrategias personales con el fin de organizar la situacién propuesta, lo que le permite encontrar

relaciones de dependencia para este tipo de situaciones.

[Exprese la relacion existtente entre ¢l salario semanal y el total de prendas planchadas por estos
iempleados utilizando los:mismos pardmetros del inc-iso anterior.

mOWPLCaMos 140 KRR  le Sunamos 30,006

Figura 67. Modelo de solucion propuesto por German para la Tarea 3.

Los resultados obtenidos al concluir la implementacion de la propuesta disefiada permiten
evidenciar la manera en que los objetos mentales variable y dependencia, se constituyeron a lo
largo del desarrollo del conjunto de tareas; de igual manera, dan cuenta de la evolucion
progresiva de los modelos de solucidon propuestos por los estudiantes, aspecto que se evidencio,
tanto en la produccidn escrita, como en las puestas en comun que permitieron verificar y validar
cada una de los propuestas formuladas.

Es importante resaltar que, aunque en un principio, se presentaron algunos inconvenientes en el
trabajo en grupo, reflejados en la poca importancia que los estudiantes otorgaban a sus
estrategias personales de solucion y la eminente necesidad de ‘“descifrar” y unificar sus
respuestas, el desarrollo mismo de la implementacion del conjunto de tareas permitid evidenciar
coémo, paulatinamente, los estudiantes fueron perfeccionando dichos modelos, adquiriendo una
mayor comprension sobre sus planteamientos personales, condiciones que permitieron
desarrollar un trabajo cada vez mas potente en un contexto formal de las matematicas, hasta
llegar a organizar la matematica inmersa en la situacion planteada.

En efecto, el interés de los estudiantes en proponer estrategias de solucion fue aumentado
progresivamente en la medida que se vinculaban con el desarrollo del conjunto de tareas, lo que
propicid la organizacion de las situaciones en modelos cada vez mas elaborados; este tipo de
estrategias permitio que los estudiantes asumieran un papel activo frente a su proceso de
aprendizaje, lo que se pudo constatar con los avances significativos frente al proceso de

constitucion de los objetos mentales variable y dependencia.
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Posibilitar comprension del concepto funcién lineal y afin, requiere desarrollar actividades que
promuevan la constitucion previa de los objetos mentales variable y dependencia, con el apoyo
de diferentes sistemas de representacion que permita identificarlos y generalizarlos, lo cual
demanda largos periodos de tiempo, que deben respetarse, con el fin de garantizar la
comprension de este objeto matematico por parte de los estudiantes.

Reflexiones finales. A manera personal, una de las mayores dificultades que enfrenté
durante el desarrollo de la implementacion del conjunto de tareas, fue precisamente no interferir
de manera directa en los “procesos de reinvencion” que desarrollaron mis estudiantes;
habitualmente como docentes creemos que es indispensable direccionar y tomar el control de las
dindmicas internas en el aula de clase, pues asumimos que el profesor es el encargado de indicar
qué se debe ensenar, como se debe aprender, en qué momento debe darse el aprendizaje, sin
reconocer que los estudiantes cuentan con habilidades que les permiten realizar “actividades
matimatizadoras” o hacer matematicas, las cuales en muchas ocasiones subestimamos.

Considero que el alcance de la propuesta puede mejorarse, si se tiene en cuenta la importancia de
desarrollar el pensamiento variacional desde los primeros grados de escolaridad, ya que es un
pensamiento que debe fortalecerse y enriquecerse con el tiempo, que en este caso en particular,
no fue abordado y desarrollado adecuadamente por los estudiantes de noveno grado,
constituyéndose en un obstaculo que impidi6 obtener mejores resultados.

A partir de mi experiencia frente al trabajo desarrollado con el conjunto de tareas, considero
oportuno realizar algunas modificaciones a éstas, orientadas a mejorar el impacto de la
implementacion, que consisten en reestructurar las tareas 2 (Baldosas) y 3 (Prendas y salarios),
teniendo en cuenta los resultados obtenidos con estas tareas.

En relacion con la tarea 2, considero que generd un impacto positivo en los estudiantes, la cual
pudo haberse aprovechado mas, de haber involucrado valores diferentes en la tabla (en diferente
orden) que permitieran a los estudiantes analizar a fondo la relacion de dependencia entre las
variables, y no quedarse con la percepcion de que la variacion se produce de uno en uno, de dos
en dos y de tres en tres, que resulta al completar los valores sugeridos en la tabla. Ademas,
considero oportuno incluir una pregunta que posibilite en los estudiantes, explicar el método o
procedimiento que permita determinar la cantidad de baldosas para cualquier nimero de figura,

en cada uno de los casos; adicional a esto, incluiria otro item en el que se les pida representar
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cada una de las relaciones encontradas a través del registro grafico, registro frente al cual
inicialmente reportaron serias dificultades.

En cuanto a la tercera tarea, considero que es pertinente desarrollarla como una de las actividades
finales de la implementacion, esto debido a su alto nivel de complejidad. Otra alternativa a tener
en cuenta, es la posibilidad de ajustarla en dos tareas diferentes, una donde la razon de cambio no
se de manera explicita y deba ser calculada siguiendo las orientaciones del enunciado y de la
tabla; y otra, donde la razon de cambio esté dada explicitamente en la situacion, esto con el fin de

evitar confusiones por parte de los estudiantes.
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