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Resumen

Se presenta el trabajo de investigacion desarrollado en el marco de la Maestria en
Educacién, de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas. La experimentacion se
desarroll6 en el segundo semestre del 2016, con doce estudiantes de grado noveno, el
interés principal de este trabajo de grado consistié en reconocer si los estudiantes se
aproximaron a un modelo de pensamiento de manera espontanea, a partir del disefio y
aplicacion de una secuencia de seis actividades que incorpord elementos de la heuristica
de Arguimedes, en la comparacion de magnitudes apoyados en la experimentacion fisica
y la geometria dinamica. La metodologia en la que se enmarcé este trabajo fue en la
investigacion cualitativa desde Denzin & Lincoln (1994). Como resultados de la
investigacion se logro la identificacion y descripcion de las heuristicas de los estudiantes
donde fue posible evidenciar aproximaciones a los elementos de la heuristica de
Arquimedes en la comparacion de magnitudes, relacionando las acciones de los
estudiantes dentro de cinco estrategias que se destacaron en el desarrollo de las
actividades. Finalmente pudo concluirse que el disefio y la implementacion de la
secuencia de actividades se estructuré a partir de dos elementos de la heuristica de
Arquimedes, las hipotesis mecanicas y las hipotesis composicionales, las primeras le
pusieron el énfasis a la experimentacion a partir de nociones y proposiciones de estatica
que aparecieron de manera espontanea en la implementacion de las actividades. Las
segundas, permitieron que los estudiantes pusieran en juego la composicion de areas por

cuerdas o lineas paralelas bajo algunos elementos de la geometria euclidiana

Palabras claves: Historia de las Matematicas, Heuristica de Arquimedes, comparacion

de magnitudes, geometria dindmica.

Abstract

The research work developed within the framework of the Master's Degree in
Education of the Universidad Distrital Francisco José de Caldas is presented. It was
developed in the second semester of 2016, with twelve ninth grade students, the main
interest of this degree work was to recognize if students approached a model of thought
spontaneously, from the design and application of a sequence of six activities that

incorporated elements of Archimedes' heuristics, in the comparison of magnitudes



supported by physical experimentation and dynamic geometry. The methodology in
which this work was framed was in qualitative research from Denzin & Lincoln (1994).
As a result of the research, identification and description of students' heuristics was
achieved where it was possible to demonstrate approximations to the elements of
Archimedes heuristics in the comparison of magnitudes, relating the actions of students
within five strategies that were highlighted in the development of activities. Finally, it
could be concluded that the design and implementation of the sequence of activities was
structured from two elements of Archimedes heuristics, the mechanical hypotheses and
the compositional hypotheses, the former placing emphasis on experimentation from
notions and propositions of static that appeared spontaneously in the implementation of
activities. The second ones allowed the students to put into play the composition of areas

by strings or parallel lines under some elements of euclidean geometry.

Keywords: History of Mathematics, Heuristics of Archimedes, comparison of

magnitudes, dynamic geometry.

Resumo

O trabalho de pesquisa desenvolvido no ambito do Mestrado em Educagdo da
Universidad Distrital Francisco José de Caldas é apresentado. Foi desenvolvido no
segundo semestre de 2016, com alunos doze alunos da nona serie, o principal interesse
desse trabalho foi reconhecer se os alunos se aproximavam de um modelo de pensamento
espontaneamente, a partir do projeto e aplicacdo de uma seqiiéncia de seis atividades que
incorporaram elementos das heuristicas de Arquimedes, na comparacdo de magnitudes
suportadas pela experimentacao fisica e geometria dindmica. A metodologia em que este
trabalho foi enquadrado foi na pesquisa qualitativa de Denzin & Lincoln (1994). Como
resultado da pesquisa, foi realizada a identificacdo e a descricdo das heuristicas dos
estudantes onde foi possivel demonstrar aproximac6es dos elementos das heuristicas de
Arquimedes na comparacgdo de magnitudes, relacionando as agdes dos estudantes dentro
de cinco estratégias destacadas em o desenvolvimento de atividades. Finalmente, pode-
se concluir que o desenho e implementacdo da seqiiéncia de atividades foi estruturado a
partir de dois elementos das heuristicas de Arquimedes, as hipdteses mecanicas e as
hipdteses de composicdo, a primeira colocando énfase na experimentacdo de nocdes e

proposicdes de estatica que apareceu espontaneamente na implementacdo de atividades.



Os segundos permitiram que os alunos colocassem em pratica a composi¢éo das areas por

cordas ou linhas paralelas sob alguns elementos da geometria euclidiana..

Palavras-chave: Histéria da Matematica, a comparacdo Heuristica Archimedes de

magnitudes, geometria dinamica.



INTRODUCCION

El trabajo tiene como intencién mostrar el proceso desarrollado en la Maestria en
Educacién de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas en la linea de
profundizacion. Este pretende reconocer si los estudiantes se aproximaron a un modelo
de pensamiento de manera espontaneal, a partir del disefio y aplicacion de una secuencia
de seis actividades que incorpord elementos de la heuristica? de Arquimedes en la
comparacion de magnitudes apoyados en la experimentacion fisica y la geometria

dindmica con seis grupos de estudiantes de grado noveno.

La investigacion presenta un reporte en relacion con los hallazgos encontrados al
identificar elementos de la heuristica de Arquimedes en estudiantes de grado noveno, al
desarrollar una secuencia de actividades en la comparacion de magnitudes, donde fue
posible aproximarse a algunos elementos de la heuristica, relacionando las acciones de
los estudiantes dentro de cinco estrategias que se destacaron en las actividades,
asociandolas con hipdtesis mecanicas y composicionales, buscando describir heuristicas
en los seis grupos de trabajo.

Los antecedentes y referentes tedricos permitieron reconocer la importancia de usar la
Historia de las Matematicas en el aula, buscando aproximarse a una forma de pensar
particular como fue el caso de Arquimedes, quien con ingenio nos mostré que las
Matematicas son una construccion humana que, via experimentacion, le permitio teorizar

y hacer aportes importantes en diferentes campos del conocimiento.

En el desarrollo de las actividades asociadas con hipdtesis mecéanicas e hipotesis
composicionales y la combinacidn de estas, fue posible aproximarse a algunos elementos

de la heuristica de Arquimedes, de manera espontanea en la comparacion de magnitudes.

! En adelante se usara el término “espontaneo(a)” para referirse a lo que fue posible observar en las acciones
de los estudiantes que sin conocer la teorizacion hecha por Arquimedes, se aproximaron a algunos de los
elementos de la heuristica de Arquimedes, poniendo en juego creatividad y formas alternativas de
experimentar, que surgieron a lo largo del desarrollo de las actividades.

2 El término “heuristica”, es asumido en el sentido propuesto en el apartado 2.1.5.1 como formas de
hacer, razonar y validar argumentos, a partir de la experimentacion en la soluciéon de un problema. Esta
forma de proceder llevé a pensar a lo largo de la historia, que los antiguos griegos utilizaban formas de
hacer o de abordar la solucién de problemas, con métodos que no estaban enunciados en sus trabajos y cuya
heuristica 0 manera de descubrir estaba oculta.



Se asumio una investigacién de tipo descriptiva y exploratoria, reconociendo que las
experiencias en nuestro pais donde la Historia de las Matematicas es usada y llevada al
aula a partir del disefio y aplicacion de una secuencia de actividades son escasas 0 poco
documentadas. Asi que la intencidn es aportar en relacion con uno de los tantos usos que
puede asignarsele al llevar la HM al aula, a partir de entender una forma de pensar o de
estudiar un hito particular entre el amplio mar de posibilidades que proporcionan las

Matematicas.

Partiendo de lo anterior se presentan cuatro capitulos, los cuales se describen a

continuacion:

Capitulo uno: Contextualizacion de la investigacion

Este apartado hace referencia a los fundamentos de la investigacion, partiendo de la
contextualizacion y planteamiento del problema que contribuyeron a justificar la
intencion de desarrollar el proyecto de investigacion, también se presentan los objetivos
general y especificos, asi como los antecedentes que refieren investigaciones acerca de la
Historia de las Matematicas, la comparacién de magnitudes y apoyo de software de
geometria dinamica, finalizando con los aspectos metodoldgicos de la propuesta y las

fases de la investigacion.

Capitulo dos: Referentes tedricos y metodologicos

En este apartado se muestran los elementos de la heuristica de Arquimedes usados para
estructurar la secuencia de actividades, luego se presentan los referentes metodolégicos
en los que aparece la descripcion en relacion con el disefio y la implementacion de la
secuencia de actividades desde la parte experimental y apoyo de Geogebra; continla con
la presentacion de los instrumentos de recoleccion de informacion, terminando con la

organizacion, sistematizacion y analisis preliminar de datos.



Capitulo tres: Andlisis de la informacién

En este apartado se presentan las formas de accion vinculadas con una forma particular
de la heuristica de Arquimedes, donde fue posible reconocer en las estrategias utilizadas
por los estudiantes, elementos presentes de la heuristica en la comparacion de magnitudes

a partir de las hipdtesis mecanicas y composicionales.

Para ello se ubicaron las acciones de los seis grupos de trabajo, en cinco estrategias
que permitieron organizar los datos, para asignarle uno o varios elementos de la heuristica
de Arquimedes como postulados, proposiciones que permitieron identificar formas de
accion similares que se aproximaran a las usadas por Arquimedes en la comparacion de
magnitudes. Para ello se hizo un analisis a nivel individual por actividad, en cada uno de
los seis grupos y se finalizd con un andlisis grupal por actividad, a partir de las

producciones escritas de los estudiantes.

Capitulo cuatro: Conclusiones

En este capitulo se presentan las conclusiones que lograron construirse a partir del
proceso de investigacion, respecto a los dos objetivos especificos en relacién con el
disefio-implementacion de la secuencia de actividades y la descripcion de las heuristicas
de los estudiantes en la comparacion de magnitudes planteados en la investigacion, para
finalmente abordar el objetivo general en la identificacion de elementos de la heuristica
de Arquimedes, que fue posible reconocer en las heuristicas de los estudiantes de grado

noveno.



CAPITULO 1: CONTEXTUALIZACION DE LA INVESTIGACION

En este apartado se presenta una descripcion del proceso de disefio de la investigacion,
a partir de dos elementos importantes como lo son: la contextualizacién desde dos miradas
y el planteamiento del problema como insumo para el proceso de investigacion. Ademas
se muestran los objetivos generales y especificos de la investigacion para lograr reconocer
si los estudiantes se aproximaron a elementos de la heuristica de Arquimedes de manera

espontanea en la comparacion de magnitudes.

Seguidamente se presentan los antecedentes que sirven a su vez de justificacion para
el planteamiento del problema e insumo para las demas fases del proceso de
investigacion. Estos antecedentes corresponden a experiencias llevadas al aula donde se
incorporé la Historia de las Matematicas, la comparacion de magnitudes y el apoyo de la
geometria dinamica. Finalmente se presenta el cronograma desarrollado con las

actividades especificas de cada fase para alcanzar lo propuesto en esta investigacion.

1.1. Contextualizacion del problema

En mi reflexion como docente reconozco a diario dificultades que presentan los
estudiantes en relacion con la comparacion de magnitudes, la aplicacion de formulas que
no entienden y las pocas experiencias apoyadas con material concreto o software, que les
permite mostrar de manera espontanea las formas o estrategias usadas para abordar un
problema. Impulsado por estas dificultades, se tomé una forma de pensar reconocida por
la Historia de las Matematicas, particularmente la heuristica de Arquimedes que muestra
como combinando nociones y proposiciones de estatica con algunos elementos de la
geometria Euclidiana, a partir de la descomposicion de figuras en otras de orden inferior

o del mismo tipo, logré resolver problemas de areas y volimenes.

A continuacion se puntualizarad desde la Historia de las Matematicas, a partir de
experiencias que fueron llevadas al aula donde se pusieron en juego elementos de la
historia y luego desde algunas de las dificultades que reportaron algunas pruebas y

estudios en relacion con la comparacién de magnitudes



1.1.1 Desde experiencias llevadas al aula con elementos de la Historia de las
Matematicas

El enfoque de la propuesta, partié del reconocimiento que histéricamente se le atribuyo
al trabajo de Arquimedes, en particular de su heuristica desde una forma de pensar o de
proceder que se mantiene en espacios culturales diferentes, incluso de manera anacronica,

en este sentido Gonzalez (2004):

La Historia de la Matematica permite conocer las cuestiones que dieron
lugar a los diversos conceptos, las intuiciones e ideas de donde
surgieron, el origen de los términos, lenguajes y notaciones singulares
en gue se expresaban, las dificultades que involucraban, los problemas
que resolvian, el ambito en que se aplicaban, los métodos y técnicas que
desarrollaban, cémo  fraguaban definiciones, teoremas Yy
demostraciones, la ilacion entre ellos para forjar teorias, los fenGmenos
fisicos o sociales que explicaban, el marco espacial y temporal en que

aparecian, como fueron evolucionando hasta su estado actual (p 18).

Lo anterior muestra la importancia de incorporar la Historia de las Matematicas (HM?)
en relacion con la Educacién Matematica, trabajando con situaciones de tipo historico en
el aula de clase, no como cumulo de hechos anecd6ticos sino como insumo para acercarse
a una forma de pensar, a un método o a una técnica que enriquecio el pensamiento

matematico.

A continuacion se presentan algunos trabajos en relacion con experiencias donde se
destaca el uso de la HM. El trabajo de Fernandez (2001), hace un breve recorrido historico
de diferentes iniciativas que han relacionado la HM con la ensefianza, mostrando cémo
la HM enriquece el proceso de ensefianza aprendizaje y humaniza el quehacer
matematico. Definitivamente es el docente quien debe tomar la decision respecto a cbmo
va a ser incorporada o que uso le va a dar a la HM y mostrar a sus estudiantes la

profundidad o simplicidad con la que se desea trabajar.

8 En el documento el término Historia de las Matematicas referird a lo planteado por Fauvel (1991) quien propuso once lineas de
trabajo para usar la Historia de las Matematicas, en particular para este trabajo se partié de usar ejemplos del pasado para ilustrar
técnicas o métodos en situaciones de tipo historico llevadas al aula para acercarse al pensamiento matematico. En adelante usaré la
abreviatura HM.



A nivel nacional la literatura reporta algunos estudios respecto a los usos de HM en la
Educacion Matematica, en este sentido Anacona (2003) presenta en la figura 1 el

diagrama denominado “Intervencion de la reflexion historica en el ambito educativo”.

Figura 1. Intervencion de la reflexion historica en el ambito educativo.
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La figura bosqueja las posibles formas de intervencion de la reflexion
histérica en el ambito educativo, en dos escenarios. Uno ligado a
procesos de aprendizaje de conceptos o teorias matematicas y otro
ubicado en la formacion inicial y continuada de profesores de

matematicas (Anacona, 2003, p. 36).

En este trabajo se profundiza en la parte izquierda del diagrama centrado en el
aprendizaje de las Matematicas en la relacion entre matematicas y experiencia, debido a
que fue para la propuesta muy importante re-crear elementos historicos de la heuristica,
a partir del desarrollo de la secuencia de actividades que le permitié a los estudiantes

atravesar de manera espontanea por algunos elementos de la heuristica de Arquimedes.

En este sentido se reconoce que:

En un discurso netamente formal de las matematicas, se eliminan las
trazas de la actividad humana que las produjo. Precisamente, uno de los
grandes propositos de la Historia de las Matematicas es reconstruir la
heuristica de tales procesos, para mostrar que son el producto del
razonamiento humano en el marco de un contexto sociocultural
(Anacona, 2003, p. 41).

Como uno de los propositos de la HM es reconstruir las trazas de la actividad humana,
se enfatiza a nivel histdrico en la heuristica usada por Arquimedes. Se toma como ejemplo
algunos apartados del “Libro sobre equilibrio de los planos 17, en los postulados y las
proposiciones iniciales y el “Método” en la proposicion 2, porque con solo estudiar una
parte es posible develar su heuristica o forma de pensar para dar solucién a diversos

problemas.

En particular es el “Método”, la pieza del rompecabezas que hila y da a conocer la
forma de pensar de Arquimedes en sus demas trabajos. La importancia de este texto radica
en el hecho de ver en el método investigativo via mecanica, la potencia de la heuristica

como forma de pensar, validar y demostrar proposiciones. En general este consiste en:



primero, establece proporciones geométricas entre segmentos.
Después, las transfiere a un hipotético esquema mecanico de caracter
estatico. A continuacion, identifica lineas y pesos, y conjetura que todas
las lineas de una determinada figura plana constituyen esa figura y que,
asimismo, todos los planos de un solido componen ese sélido. Por
altimo, concluye la cuadratura o cubatura requerida (Yuste, 2009, p.
75).

Lo presentado anteriormente ejemplifica, segin Yuste (2009), la forma como
Arquimedes hilaba y organizaba sus demostraciones via mecanica. Llevar este tipo de
heuristicas al aula de clase, a partir de actividades que se aproximen a trabajar sobre uno
o0 algunos elementos de la formas de razonar o pensar de Arquimedes, le permitiria al
estudiante hacer parte activa en la construccion de su conocimiento, participando en la
innovacion y en el cambio con actividades de tipo historico que atrapen su atencion y que
le permitan explorar otras formas de aprender y de construir heuristicas como herramienta

en la solucion de situaciones.

En este recorrido por algunas reflexiones en relacion con los aportes de la HM en el
aprendizaje de las Matematicas, se reconoce la importancia del uso de la HM partiendo
del trabajo sobre la génesis y los procesos que dieron paso a la elaboracion de lo que hoy
consideramos objetos matematicos. Desde esta vision la HM en relacion con la Educacion
Matematica permite:

-Entender diferentes formas de pensar a traves de la historia.

-Identificar dificultades en la construccion de ideas-nociones matematicas a partir
de la historia.

-Reflexionar sobre las habilidades que pueden trabajarse en el momento de
abordar e intentar entender un problema especifico en la historia.

-Comparar lo antiguo con lo actual, estableciendo un valor para las técnicas

modernas.

Estos elementos dotaran de sentido al quehacer tanto del docente de Matematicas como
a los estudiantes, permitiéndoles cambiar la perspectiva sobre la cual ven las

Matematicas, los procesos, habilidades y las heuristicas de los estudiantes.



Hasta este punto se ha hecho un recorrido, resaltando la importancia de vincular la HM
en el aula con el Pensamiento Matematico, pero se hace igual de importante el
reconocimiento de referentes desde otra de las vertientes de la propuesta; es decir desde

el componente geométrico-métrico.

1.1.2 Desde algunos resultados de estudios en la comparacion de magnitudes

Particularmente desde la comparacién de magnitudes, los resultados de pruebas
nacionales e internacionales, muestran por ejemplo las pruebas Saber entre el 2005 vy el
2009 que el 75% de los estudiantes de Basica Primaria y el 78% de Basica Secundaria no
alcanzan los desempefios planteados en los Estandares Basicos de competencias
matematicas. Profundizando en estos resultados en el componente geométrico-métrico,

especificamente en la comparacion de magnitudes; se presenta que:

“...desde la escuela la comparacion de magnitudes, carece de la
comprension de las caracteristicas o atributos importantes de los
objetos, tales como el reconocimiento visual, el andlisis o
caracterizacion de sus propiedades, la relacion entre ellas y por Gltimo
el desarrollo de secuencias logicas que impliquen el conocer la nocion,
el significado y la comprension del objeto matematico en cuestion y sus

relaciones” (Gémez, 2011, p. 14).

Lo anterior evidencia dificultades que presentan los estudiantes colombianos, en el
momento de enfrentarse a la solucion de situaciones que involucran formas de
razonamiento asociadas a la comprension de caracteristicas, propiedades de los objetos y

la comparacién de magnitudes

Para Colombia los resultados en TIMSS 2007, indican que los estudiantes
colombianos, tanto en grado cuarto como en octavo, presentan dificultades en el manejo
de conocimientos matematicos basicos. En octavo el 61% tuvo logros inferiores a los
descritos en la prueba para este grado, el 28% se ubicé en el nivel bajo, en tanto que el
9% en el medio, el 2% en el alto y ninguno en el avanzado. Un factor que puede ser
asociado a las dificultades de los estudiantes es mostrado por el Reporte International de

Matematicas de las pruebas TIMSS en el capitulo 5 “The Mathematics Curriculum”:



En la mayoria de los establecimientos educativos se incluyen solo el
33% de los temas, dejando por fuera de los planes de estudios un 77%
aproximadamente del contenido. El porcentaje del contenido ensefiando
corresponde a las tematicas sobre angulos, las relaciones entre ellos, las
propiedades de las formas geométricas y las figuras planas como
triangulos y rectangulos, otros temas incluidos, aunque en menor
proporcion, tienen que ver, primero con las medidas de A&reas
irregulares, plano cartesiano, lineas de rotacion y simetrias, reflexiones
y rotaciones en uno y dos dimensiones, seguido con la medida de
longitudes, areas y volimenes, perimetros, el teorema de Pitagoras, y
las relaciones entre dos y tres dimensiones atin a menor escala. Esto nos
da un panorama méas amplio de algunos factores que determinan los

resultados de Colombia en este componente (Gémez, 2011, p. 18).

En general se han evidenciado las dificultades a nivel nacional e internacional, asi
como factores asociados que influyeron directamente en el desempefio de los estudiantes

y sobre todo en la ausencia de estrategias de inventiva y recursividad humana.

Generalmente, en la escuela se instruye mayormente en temas como el
calculo de perimetros de figuras planas, y relaciones entre angulos, sin
darle mucha importancia a las transformaciones y la generalizaciéon al
espacio tridimensional, observando que se dedica la mayor parte del
tiempo al componente numérico, de hecho, actualmente la ensefianza
de la geometria es mas numérica y de aplicacion de férmulas que de
descubrimiento y elaboracién de supuestos comprobables, tal y como

la vemos desde los items evaluados por el ICFES (Gomez, 2011, p.55).

Lo anterior permite evidenciar que en relacion con la comparacion de
magnitudes, el trabajo se enfoca por lo general a la aplicacion de férmulas
dejando de lado el descubrimiento, lo tangible, lo comprobable y las formas

de razonamiento a los que recurren los estudiantes.



1.2. Planteamiento del problema

Lo presentado hasta el momento en el apartado, muestra un panorama en relacion a:
experiencias llevadas al aula donde se incorpord la Historia de las Matematicas,
resultados de pruebas y estudios sobre comparacion de magnitudes destacando las
dificultades que se presentan los estudiantes en términos de la aplicacion de formulas que
no entienden dejando de lado el descubrimiento y la ausencia de heuristicas o formas de
razonamiento a las que recurren los estudiantes para dar soluciéon a un problema. En
sintesis, el interés principal de esta propuesta de investigacion es reconocer si los
estudiantes se aproximan a heuristicas parecidas a las usadas por Arquimedes de manera
espontanea, a partir del disefio y aplicacion de una secuencia de actividades que incorpora
elementos de la heuristica de Arquimedes, en la comparacion de magnitudes apoyados en
la experimentacion fisica y la geometria dindmica con estudiantes de grado noveno.

Es asi que esta propuesta busca dar respuesta a la siguiente pregunta de investigacion:

¢Qué elementos de la heuristica usada por Arquimedes es posible reconocer en los
estudiantes de grado noveno de intuitiva, en el desarrollo de una secuencia de actividades
en la comparacién de magnitudes, apoyados en la experimentacion fisica y la geometria

dinamica?

1.3. Objetivos de la investigacion

1.3.1 Objetivo general

Identificar qué elementos de la heuristica de Arquimedes es posible reconocer en los
estudiantes de grado noveno, en el desarrollo de una secuencia de actividades en la
comparacion de magnitudes apoyados en la experimentacion fisica y el apoyo de

Geogebra.

1.3.2 Objetivos especificos

-Disefiar e implementar una secuencia de actividades en el aula, que incorpore
elementos de la heuristica de Arquimedes en la comparacion de magnitudes,

apoyados en la experimentacion fisica y la geometria dindmica.



-Describir las heuristicas de los estudiantes de grado noveno en la comparacién

de magnitudes, observadas en el desarrollo de la secuencia de actividades.

1.4. Antecedentes

El interés investigativo de esta propuesta se movid bajo tres grandes ejes organizados
de manera jerarquica. En orden de importancia Historia de las Matematicas en el proceso
de ensefianza, comparacion de magnitudes y apoyo en la geometria dinamica. A
continuacién presentaré los documentos y sintesis en relacion con lo que plantea cada

uno, aungue pueden encontrarse algunos que apunten a los tres ejes ya mencionados.

1.4.1 Desde la HM en la ensefianza de las matematicas

En esta revision sobre documentos relacionados con la Historia de las Matematicas en

el proceso de ensefianza, se encontraron los siguientes trabajos:

En el esbozo de algunos de los cuestionamientos que se abordaron en el estudio de la
Comision Internacional de Instruccion Matematica (ICMI), Fauvel & Keynes (1997)
propusieron el andlisis de doce preguntas enfocadas hacia el estudio de factores que
involucran el papel de la HM, en el mejoramiento del proceso de ensefianza- aprendizaje
de la matematica, en diferentes areas, en estudiantes de diferentes etapas, medios y
conocimientos. Entre las preguntas planteadas se destacan algunas que van en la linea de
interés de la propuesta como por ejemplo: ¢cuéles son las relaciones entre el rol o roles
que atribuimos a la historia y los caminos para introducirla o usarla en la educacion?,
¢cuales son las consecuencias para la organizacion y la practica de clase?, ¢cudl es la
experiencia nacional de incorporacién de la HM en un documento curricular nacional y
en una guia de politica central?, estas preguntas fueron el punto de partida para la agenda

del Congreso Internacional de Educacion Matematica (ICME) en Japén en el afio 2000.

Del estudio anterior, se obtiene el libro History in Matematics Education, (Fauvel &
Maanen, 2002), en el cual se discute como la ensefianza y el aprendizaje de las
Matematicas pueden ser mejorados con la integracion de la HM en el aula, a través de la
implementacion de lecciones, tareas, actividades de aula, proyectos, evaluaciones etc.
Profundizando en los resultados del estudio, el libro alude a la integracion de la HM en

el aula, al reporte de experiencias de aula, la integracién de la HM perspectivas de



investigacion, el uso de textos originales escritos por grandes matematicos del pasado etc.
En general el texto permite develar una perspectiva de la relacion entre la HM-Educacion

Matematica.

Siguiendo la linea de trabajo el articulo de la revista Educational Studies in
Mathematics, “A categorization of the “whys” and”hows” of using history in
mathematics education”, Jankavist (1997), propone una forma de organizar y estructurar
la discusion de por qué y como utilizar la HM en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, asi como las interrelaciones entre los argumentos para el uso de la historia

y los enfoques para hacerlo.

Otro aporte para la investigacion es el articulo titulado “La historia de las Matematicas
en el aula”, en Uno revista de didactica de las Matematicas, Fernandez (2001) el cual
presenta un recorrido entre la relacion de la Historia de las Matematicas y su ensefianza
en Esparfia, reportando ademas experiencias que se han hecho fuera del pais desde
National Council of Teacher of Mathematics (NCTM), International Congress on
Mathematical Education (ICME). Puntualmente presenta ejemplos de cdmo usar la HM
en el aula, apoyandose en las posibles lineas de actuacion de los docentes propuestos por
Fauvel (1991).

En relacion con experiencias de aula a nivel extranjero enfatizo en las siguientes:

El uso de la HM para el aprendizaje de la geometria en alumnos del bachillerato
(Salinas 2010). El propdsito de este trabajo es presentar los resultados de un experimento
de ensefianza, el cual utiliza la HM como recurso didactico. Se aplica esta estrategia en
un curso de bachillerato para introducir a los alumnos en el aspecto deductivo de la

geometria euclidiana.

Historia, matematicas y realidad. El caso de la medida en la formacion matematica de
futuros maestros (Figueiras 2003). Corresponde a una investigacion con estudiantes del
magisterio que cursan la asignatura matematicas | en la Universidad Auténoma de
Barcelona. El objetivo especifico de la investigacion fue analizar qué elementos para la
reflexion, acerca de la naturaleza y la metodologia matematica, aporta una perspectiva

historica, y como a partir de dichos elementos los estudiantes dan sentido a su actividad.



En sintesis la investigacion propuso analizar cambios teniendo en cuenta como los
estudiantes se relacionan con la actividad matematica. Como conclusiones atribuyen que
la perspectiva histdrica permite que modifiquen o maticen sus creencias, haciendo la

actividad matematica mas rica y compleja.

Historia y ensefianza de la matematica. Aproximaciones de las raices cuadradas
(Miralles 2005). En este trabajo se muestra la importancia de relacionar la HM con la
ensefianza de las matematicas, argumentando, como lo dice Miralles (2005) que “el
objetivo central de la ensefianza de la matematicas es el aprendizaje de las formas de
razonamiento, y el conocimiento de su evolucién historica debera ser un elemento de
primera magnitud para esta ensefianza”; ademas, dicho conocimiento permitira conocer
la génesis de los conceptos y los problemas o necesidades existentes que en su momento
les dieron origen. Ahora bien, el articulo muestra un ejemplo que pretende ilustrar una
manera de utilizar la Historia en la ensefianza de la matematica; el ejemplo especifico es
el de estudiar los métodos para la determinacion de aproximaciones racionales de las
raices cuadradas con estudiantes de primer curso de la Universidad Autonoma de
Barcelona; alli se quiere mostrar un tema cuya aplicacién ya no es importante con la

aparicion de las calculadoras, pero cuya importancia conceptual sigue vigente.

Un estudio sobre las estrategias de los estudiantes de bachillerato al enfrentarse al
calculo del area bajo una curva (Olave 2005). Este documento corresponde al reporte de
una experiencia que sin tener como intencion inicial un enfoque histérico, resulta
encontrando hallazgos importantes de los estudiantes respecto a heuristicas propuestas
usadas por ellos para hallar el area bajo la curva, similares a la heuristica usada por
Arquimedes al solucionar este mismo problema. Como hallazgo importante de esta
investigacion se destaca la comparacion del trabajo de los estudiantes con el realizado por
Arguimedes. La intencion de este trabajo es plantear una secuencia de actividades para
introducir la integral definida teniendo en cuenta los aportes de la HM y tomando como

punto de partida las estrategias espontaneas de los estudiantes.

En relacion con experiencias de aula en nuestro pais enfatizo en las siguientes:



Una experiencia de formacion en “Historia de las Matemadticas en la educacion en
Matematicas” Guacaneme, Angel y Bello (2013). Presentan una experiencia en un
programa de postgrado para la formacion de profesores de matematicas en el campo de
estudio de la relacion “Historia de las Matematicas — Educacion Matematica”. En esta
experiencia se aborda el estudio de algunos asuntos matematicos relacionados con la idea
de curva, el papel de artefactos en la solucion de problemas y en la construccion del
conocimiento matematico y algunas implicaciones y posibilidades de participacion de la
Historia de las Matematicas en la educacion en Matematicas. Como conclusiones de esta
experiencia destacan que el estudio de HM se convierte en fuente de herramientas para
que el docente reflexione en relacion con elementos que es su quehacer intervienen. Otro
de los aportes corresponde a la identificacion de una amplia literatura en la relacion HM-
EM, y el estudio de una pequefia muestra en la que se reconocen propuestas de colegas
en su mayoria de otros paises que han disefiado, implementado y evaluado, destacando

asi la posibilidad de replicarlas, adaptarlas en el contexto nacional.

El papel de la historia del &lgebra en un curso de didactica para la formacion inicial de
profesores de matematicas (Triana y Manrique 2013). Se reporta el trabajo de grado
realizado en el marco de una maestria, cuyo centro de interés y objeto de estudio fue
caracterizar el papel y el uso que se hace de la Historia del Algebra en el espacio
académico “Ensefianza y aprendizaje de la Aritmética y el Algebra” para la formacion
inicial de profesores de Matematicas (FIPM). EIl reporte del trabajo, enfatiza que el
reconocimiento del desarrollo histérico de un determinado concepto, puede brindar
valiosas herramientas a un profesor para cuestionar el para qué, por qué ensefiar y como

ensefar.

Construccion de actividades basadas en los acercamientos de la civilizacion China a
la nocion de aproximacion (Estrada y Castiblanco 2009). En esta ponencia presentada en
el 10° Encuentro de Matematica Educativa, se presentan algunos acercamientos de la
civilizacion China a partir de la HM, disefian actividades en relacion con la nocién de
aproximacion, y con base en estos se muestra parte de una actividad que busca fortalecer
la comprension de esta nocién basica al calculo. Este trabajo es un producto parcial del
grupo de estudio en Historia de la Matematica del Departamento de Matematicas del
Colegio Gimnasio Moderno. En este momento el grupo centra su atencion en el estudio

de desarrollos histéricos, que estén relacionados con nociones bésicas del Calculo como



aproximacion, variacion, optimizacion y prediccion, asi como en el disefio de actividades

que favorezcan la comprension de estas nociones.

Arquimedes, Matematicas y maquinas simples (Castafieda y Parra 2013), desarrollado
por dos profesores de secundaria. Este trabajo consitio en hacer un estudio del libro “El
Método” de Arquimedes, especificamente de dos proposiciones, con la intencion de
entender la heuristica de Arquimedes que combinaba elementos de la geometria griega y
la mecanica, para calcular areas y volumenes de solidos. Como instrumento de apoyo fue
usado software de geometria dindmica para modelar las proposiciones, potenciando en
los docentes la inventiva y recursividad humana. El trabajo llegd hasta esa etapa,
cuestionandose acerca del impacto que podrian tener los aprendizajes al ser llevados al

aula de clase.

1.4.2 Desde la comparacion de magnitudes

En este sentido* se destaca el trabajo de Godino, Batanero y Font (2003),
“Fundamentos de la ensefianza y el aprendizaje de las mateméaticas para maestros” y
especificamente el capitulo V “Didactica de la medida de magnitudes para maestros”. Alli
los autores reconocen la importancia del trabajo en relacion con la comparacion de
magnitudes, enfocando la propuesta al reconocimiento y aplicacion de destrezas practicas
por parte de los estudiantes, y no al mero célculo o aplicacion de férmulas de manera

directa.

Del trabajo denominado “No es lo que parece, de perimetros, areas y volumenes”
Nobel & Di Franco (2013) en el VII CIBEM en la modalidad de comunicacion breve,
presenta una propuesta que se desarrolla en el marco de investigacion de las Practicas
Intensivas en la Formacion de Profesorado, de la Universidad Nacional de la Pampa.
Como intencion de este trabajo, esta el aporte de elementos para la comprension de una
complejidad ya presente en relacion con las vinculaciones que se construyen entre
perimetros y areas y entre areas y volimenes. Particularmente enfatizan en el analisis de

la produccion de estudiantes de diferentes niveles educativos.

4 Se advierte que se citan algunos trabajos y autores en relacion con la importancia de los hallazgos en la
comparacion de magnitudes, pero nuestra mirada se basa Unica y exclusivamente en la comparacién de
magnitudes propuesta por Arquimedes se describe en los apartados posteriores.



Como resultado de un trabajo que conjuga elementos de la HM y la comparacion de
magnitudes, se reporta la tesis de Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Industrial de Santander “Entendiendo el concepto de volumen usando ideas del principio
de Cavalieri y material manipulable” (Arango, L & Trujillo, A. 2010). Esta da respuesta
a la pregunta ;Como los estudiantes de grado octavo comprenden el concepto de volumen
usando las ideas de Cavalieri a partir de la manipulacion de material concreto? El estudio
concluye que el uso de material concreto encaminado a trabajar conceptos matematicos,
a partir de las ideas del principio de Cavalieri para el trabajo de calcular volimenes de
los solidos que construyeron, permitieron a los estudiantes olvidarse un poco de las
formulas ensefiadas y pasar a trabajar con los conocimientos previos y algunas

caracteristicas de los solidos.

El trabajo “De la generacion Espontanea de las férmulas de volumen a su
construccion” Estrada (2008), presentado en las memorias del XIII Encuentro de
Geometria de la Universidad Pedagogica Nacional, se muestra que las férmulas de
volumen del prisma, pirdmide y esfera no se justifican adecuadamente a los estudiantes.
Esta afirmacién la sustenta a partir de un analisis de lo que aparece en los textos que
tradicionalmente dominan la ensefianza y de su experiencia como docente. En la segunda
parte presenta su propuesta para construir formulas del volumen de un prisma y una
piramide cualquiera, del area del circulo y la semiesfera y con base en esta Gltima, obtener

el volumen de la esfera.

A continuacion se presentaran algunas experiencias relacionadas con apoyo de la

geometria dindmica, en el proceso de ensefianza aprendizaje.

1.4.3 Desde la geometria dinamica

En particular son bastantes los seminarios, coloquios, encuentros que convocan a la
comunidad académica a compartir experiencias en torno al reconocimiento y la potencia
de la geometria dindmica como herramienta de apoyo en el proceso de ensefianza-
aprendizaje, tanto de docentes como de estudiantes. Al respecto la literatura reporta

innumerables aportes dentro de los que destaco:



Memorias del Proyecto Incorporacion de Nuevas Tecnologias al Curriculo de
Matematicas de la Educacion Media de Colombia, (MEN.2002). El proyecto surge como
una estrategia para mejorar la calidad de la Educacion Matematica y modernizar
ambientes escolares. EI Ministerio de Educacion Nacional de Colombia adelant6 desde
el afio 2000 este proyecto, con el cual se buscé aprovechar el potencial educativo que
brindan las tecnologias computacionales, especificamente las calculadoras graficas y
algebraicas. Un componente fundamental del proyecto es la formacion de docentes, a
través de la cual se esperaban cambios en las précticas educativas usuales que permitieran
modificar sustancialmente el curriculo. La columna vertebral del proyecto es la formacion
permanente, intensiva y continuada de los docentes, centrada en la reflexién sobre su

propia practica en el salon de clase y en las posibilidades del recurso tecnologico.

Actas de la Conferencia Latinoamericana de Geogebra. Este evento llevado a cabo en
el afio 2012 en Montevideo (Uruguay) tuvo como objetivos afianzar los vinculos de la
comunidad Geogebra de la region, a través de la presentacion y discusion de experiencias
y resultados de investigaciones, apuntando a la generacion de un ambiente que
promoviera la formacion de redes y comunidades de aprendizaje alrededor de Geogebra
a nivel nacional y regional, asi como la consolidacion de las ya existentes. Otro de los
objetivos consistio en brindar un espacio académico para la discusién y presentacion de
experiencias didacticas y de investigacion en el uso y aplicacion de nuevas herramientas
y recursos en los diferentes niveles y contextos educativos. Entre la amplia variedad de
trabajos presentados en la conferencia, destaco el trabajo denominado “conceitos aliados
a novas tecnologias: geogebra ¢ o calculo da area de um circulo” (Souza, Santos, y Souza
2012) por la pertinencia y vinculacion de la HM con los ambientes de la geometria
dinamica. La propuesta combina la recuperacién histérica de un método grafico y la
representacion tecnoldgica actual, favoreciendo la interrelacion entre la expresion
matematica, su aplicacién y construccion, enfatizando en un conocimiento auténomo del

estudiante y no la memorizacion de formulas.

1.5. Aspectos metodologicos

Partiendo del objetivo general del trabajo, enfocado en identificar qué elementos de
la heuristica de Arquimedes es posible reconocer en los estudiantes de grado noveno, en

el desarrollo de una secuencia de actividades en la comparacion de magnitudes apoyados



en la experimentacion fisica y el apoyo de Geogebra, se establecié la metodologia
cualitativa de tipo descriptivo exploratorio. Como técnica se hizo uso de los registros
documentales producto del desarrollo de la secuencia de actividades por parte de los
estudiantes (presentadas en el capitulo 2, apartado 2.4.2 Recoleccion de los registros

documentales.).

La investigacion se ubica en lo que para (Denzin y Lincoln, 1994) es la investigacion
cualitativa: multimetddica, naturalista e interpretativa. Es decir, que las investigadoras e
investigadores cualitativos indagan en situaciones naturales, intentando dar sentido o
interpretar los fendmenos en los términos entregados a partir de lo construido en el marco
tedrico. Esta perspectiva recoge y comparte elementos caracteristicos de otros autores;
por ejemplo, partir del estudio de la realidad, de la indagacion en situaciones naturales,
de dar sentido y significado a la accion y discurso del otro, buscando rescatar lo esencial,
a partir de reconocer en las acciones de los estudiantes elementos similares a los usados

por Arquimedes en su heuristica.

Esta investigacion partié del analisis cualitativo bajo tres componentes principales
(Strauss 2002), el primero los datos, provenientes de los registros documentales producto
del desarrollo de la secuencia de actividades, el segundo los procedimientos que
permitieron interpretar y organizar los datos a partir de codificar, que incluyd
conceptualizar, reducir, elaborar y relacionar los datos y finalmente el tercer componente,
los informes escritos. El proceso que se siguid para abordar los dos primeros componentes

se describe en el apartado 2.4.2 denominado analisis preliminar.

1.6. Fases de la investigacion

En la primera Fase Planeacion, se considero el proceso de fundamentacion conceptual
en el que se acopid y estudio literatura para los referentes tedricos que sustentaron el
objeto de estudio, “la heuristica de Arquimedes en la comparacion de magnitudes”, el
apoyo de geometria dinamica y la secuencia de actividades de acuerdo con los trabajos
desarrollados por Herrera (2007), Castro (2007), Medina (1985), Torres (2010), Vega
(1896), Babini (1948), Heath (1921).



En la segunda Fase desarrollo metodol6égico y comunicacién de resultados, se
disefiaron e implementaron las actividades de la secuencia, los registros documentales de
los estudiantes como herramienta para sistematizar la secuencia didactica en relacion con
la puesta en juego de algunos de los elementos de la heuristica de Arquimedes en la
comparacion de magnitudes, apoyados en la experimentacion fisica y la geometria

dindmica.

En la tercera Fase de Sistema de evaluacion, luego de la aplicacion de la propuesta, se
realiz6 la descripcion, analisis y reporte de las acciones de los estudiantes que serian
agrupadas en estrategias donde se reconocié que usaban elementos de la heuristica de
Arguimedes en la comparacion de magnitudes.

A continuacion, se realiza una descripcion en la tabla 1 de cada una de las fases de

desarrollo de la propuesta:

Tabla 1. Fases y etapas de la investigacion.

Fase I. PLANEACION

. Identificacion de antecedentes y referentes tedricos

FASE FUNDAMENTACION de trabajos en relacion con la heuristica de
Arquimedes.

. Reportes de experiencias respecto al disefio y
aplicacion de actividades de aula apoyadas en
software de geometria dindmica.

. Eleccién del grupo de estudiantes de grado noveno 'y
trabajo de induccion de software de geometria
dinamica.

Fase Il. DESARROLLO METODOLOGICO

FASE DE DISENO DE LA SECUENCIA . Disefio de las actividades de la secuencia, apoyada
particularmente en los resultados de la fase I.
. Continuar con el trabajo de induccién al software de
geometria dinamica con los estudiantes.
Fase I111. COMUNICACION DE RESULTADOS
FASE DE APLICACION DE LAS TAREAS DE LA e Aplicacidn de la secuencia de actividades.
SECUENCIA DE ACTIVIDADES e Registro documental de la aplicacion de la secuencia

de actividades, para posterior sistematizacion.




FASE IDENTIFICACION DE ELEMENTOS DE LA
HEURISTICA DE ARQUIMEDES

. Identificacion de elementos de la heuristica de
Arquimedes a partir del andlisis de las estrategias de

los estudiantes en la comparacion de magnitudes.

Fase IV. SIST

EMA DE EVALUACION

FASE DE REPORTE Y ANALISIS DE LOS
RESULTADOS

e  Sistematizacion y analisis de los datos recogidos a

partir de los registros documentales.

FASE CONSTRUCCION INFORME FINAL

Reportar las estrategias de los estudiantes que se
aproximan con algin elemento de la Heuristica de

Arquimedes en la comparacién de magnitudes.




CAPITULO 2: REFERENTES TEORICOS Y METODOLOGICOS

2.1 Referentes teoricos

Aqui se hace un recorrido en torno a la heuristica de Arquimedes, a partir de autores
como Torres (1997), Baleiro (2004), Vega (1986), Castro (2007), Yuste (2009).etc. Se
pretenden mostrar los aspectos tedricos, referentes conceptuales que permitieron el
desarrollo del trabajo, entre ellos la trascendencia que tuvo el Método como sintesis
documentada del trabajo investigativo de Arquimedes via mecanica. A partir de esta
sintesis fue posible develar algunos aspectos de la forma de pensar de Arquimedes frente
al Método mecanico y la comparacion de magnitudes, a partir de dos elementos
destacados de la mecénica, el centro de gravedad y la ley de palanca, bajo los

planteamientos del libro sobre el equilibrio de los planos 1.

En el Método de los teoremas mecanicos, se mencionan algunos elementos
matematicos en la solucion de nuevos problemas, teorizados por Arquimedes en el Libro
sobre el equilibrio de los planos | y haciendo uso de la heuristica lo llevo a la comparacion

de magnitudes; segmentos, areas y volumenes.

2.1.1 La importancia de la experimentacion en Arquimedes

Historicamente fue reconocido el legado de Arquimedes en una doble actividad como
matematico, desde la invencion y la demostracion asignando a la experimentacion un
lugar importante a la hora de conjeturar y verificar dentro de su método heuristico, que
combinado con los desarrollos geométricos euclidianos lograron dar solucion a diferentes
situaciones. En una carta escrita por Arquimedes dirigida a Eratostenes, reconocié la

importancia de la via heuristica:

Estoy convencido de que el método no es menos util para la
demostracion de los teoremas. Pues algunas de las cosas que se me
hicieron claras por via "mecanica”, se demostraron mas tarde de forma
geomeétrica, porque el modo de observacion de este tipo carece de
fuerza probatoria. Pues es més facil realizar la demostracion cuando

previamente se ha obtenido una idea de la cuestion por via "Mecénica",



gue cuando no se cuenta con este conocimiento previo™ (Heiberg, 1909,
p. 8).

De esta forma Arquimedes relata y le da a conocer a Eratostenes su método de
investigacion via mecanica, caracterizado por el uso de postulados y proposiciones
provenientes de la experimentacion con centros de gravedad y puntos de equilibrio,
desconocido por muchos y con rastros para algunos de su posible existencia. Fue hasta
1906 cuando Heiberg en una situacién particular, encontrd la memoria metodoldgica que
permitiria develar la forma como Arquimedes abordaba la solucién de problemas

planteados en la época.

2.1.2 La heuristica como forma de pensar (Qué es lo que permite hacer la
heuristica?

Como se ha reconocido anteriormente, Arquimedes llevaba una doble actividad como
matematico, desde la invencion y la demostracion, particularmente este trabajo hace
referencia a la heuristica de Arquimedes a partir del trabajo de Guevara (2005) quien por

su parte propone tres vertientes en la metodologia empleada por Arquimedes:

en las leyes geométricas; una intermedia, de factibilidad del resultado
comprobado a través de instrumentos; y finalmente, la demostracion
empleando —en algunos casos— el metodo de exhaucion que
proporcionaba la demostracion formal de lo que se auguraba en la fase
previa —es decir, la de invencidén. Pero en sus trabajos solo se
encontraba la exposicién de la Ultima etapa, es decir, el enunciado y la
demostracion, quedando oculto el proceso creativo que daba lugar al

enunciado (Guevara, 2005, p.13).

Dentro de estas tres vertientes, interesa para este trabajo el proceso creativo oculto, sin
desconocer las otras dos vertientes que permiten caracterizar los elementos puestos en
juego por Arquimedes a la hora de solucionar situaciones. En este sentido se reconoce
que en ese proceso creativo caracterizado por presentar nuevas formas de pensar,
diferentes a las conocidas para la época y que iban en contravia por el uso de maquinas o

instrumentos para su demostracion, Guevara (2005) destaca que “lo que otros



despreciaron: lo infinitesimal, lo mecanico, lo instrumental, asi como todo lo que le
presentd su entorno real y que lo consideraba como un potencial elemento para su
investigacion; en esta direccion se tiene que aprovechd los casos de lo irregular, lo
tangible y todo lo que pudiera ser construible” (p. 14), lo anterior permite evidenciar en
la heuristica de Arquimedes acciones y formas de abordar una situacién tomando a la
experimentacion como fuente de conocimiento y recurso para la solucién de una
situacion. Este método de investigacion innovador incluso para nuestros dias,
denominado el Método, muestra como a partir de procedimientos mecanicos no rigurosos,
logré hallazgos de valiosa importancia que posteriormente fueron demostrados
formalmente. En general la heuristica de Arquimedes Guevara (2005) combinaba
elementos de la mecéanicay la geometria posibilitando observar los métodos utilizados en

sus invenciones matematicas.

Hasta este momento se ha hecho un recorrido reconociendo en la heuristica de
Arquimedes su potencial, pero surge una inquietud sobre qué elementos se destacaron y
como fueron utilizados por Arquimedes para llegar a resultados tan destacados. Para
buscar dar respuesta a esta pregunta, partiremos del reconocimiento del Método como
una recopilacion hecha por Arquimedes de su método de investigacion, para darlo a
conocer a Eratostenes. Dentro de este trabajo Arquimedes reconoce en el prefacio tres

aspectos clave Vega (1986):

1. La diferencia entre una consideracion de resultados geometricos por
via mecénica y una demostracion geométrica.

2. Un orden cronoldgico entre ambos procedimientos que marca la
anterioridad del hallazgo “mecénico”, al menos por lo que se refiere
a ciertas proposiciones expresas.

3. Dos servicios heuristicos del método mecanico, uno principal, es el
abordaje de diversas cuestiones matematicas o la determinacién del
centro de gravedad. Las dos primeras tienen raigambre tradicional; la
tercera responde en cambio a una investigacion original y tipicamente

arquimediana (p.397).

Estos tres aspectos destacan en la via mecanica elementos de la heuristica de

Arquimedes. En el primero se recurre a la mecanica como medio de experimentacion,



bajo algunos principios teorizados por Arquimedes en el libro Sobre el equilibrio de los
planos I, para posteriormente acudir a la geometria euclidiana, reconociendo que para
Arquimedes era mas facil demostrar a partir de adquirir cierto conocimiento
mecanicamente que sin tener una idea previa. En el segundo se parte de hallazgos de la
mecanica (libro sobre el equilibrio de los planos I y 1), para posteriormente apoyarse en
la demostracién geométrica, y finalmente en la tercera donde entra a jugar el centro de
gravedad y la estrategia de encontrar el area de una figura curvilinea en relacion a una

figura rectilinea.

En la heuristica de Arquimedes se reconocen algunos elementos que aparecen en el
preambulo del Método segun Vega (1986) el Método, en su estructura interna, incluye

dos tipos de consideraciones o hipotesis:

“l. HipotesiS mecanicas propiamente dichas”baricéntricas” en
términos de Dijksterhuis, i.e. consistentes en nociones y proposiciones
de estéatica acerca de centros de gravedad, palancas y condiciones de

equilibrio.

2. Hipdtesis composicionales, “de indivisibles” en términos de
Dijksterhuis, que envuelven la composicion de areas por cuerdas o
lineas paralelas a una linea dada, y la de volimenes por planos o

secciones paralelas a una dada. (p.413).

Estos dos tipos de hipotesis usadas por Arquimedes en su heuristica, corresponden con

los lemas teorizados por Arquimedes via mecénica (Gonzélez 1993):

1. Si de una magnitud se quita otra magnitud, y un mismo punto es el
centro de gravedad de la magnitud entera y de la que se ha quitado, el
mismo punto es centro de gravedad también de la magnitud restante.

2. Si de una magnitud se quita otra magnitud, y la magnitud entera y la
que se ha quitado no tienen el mismo centro de gravedad, el centro de
gravedad de la magnitud restante se encuentra sobre la prolongacién de
la recta que une los centros de gravedad de la magnitud entera y la

magnitud quitada, situado a una distancia cuya razén con la recta que



une dichos centros de gravedad es la misma que la del peso de la
magnitud quitada con el de la magnitud restante.

3. Si los centros de gravedad de tantas magnitudes como se quiera se
encuentran sobre una misma recta, el centro de gravedad de la magnitud
compuesta de las magnitudes consideradas estara también sobre la
misma recta.

4. El centro de gravedad de una recta cualquiera es su punto medio.

5. El centro de gravedad de un tridngulo cualquiera es el punto en que
se cortan las rectas que unen los &ngulos del tridngulo con los puntos
medios de los lados.

6. El centro de gravedad de un paralelogramo cualquiera es el punto en
el cual convergen las diagonales.

7. El centro de gravedad de un circulo es el mismo centro del circulo
(p. 1125).

Estos lemas basicamente describen propiedades de los centros de gravedad. Para
nuestro caso enunciaremos unicamente los siete primeros que corresponden al trabajo con
figuras planas y que coinciden con el trabajo propuesto para ser desarrollado por los
estudiantes en la secuencia de actividades. En estos lemas es posible identificar elementos
basicos de la teorizacion hecha por Arquimedes que consigna en el Método y en el Libro

sobre el equilibrio de los planos I, segun Castro (2007):

1. Todas las figuras tienen peso.

2. El peso de cada figura es igual a su magnitud geométrica; por
ejemplo, el peso de una linea es su longitud, el peso de una superficie
es su area, etc.

3. Todas las figuras tienen centro de equilibrio, o como se llama
modernamente centro de masa, por ejemplo, el centro de masa de un
circulo es su centro geométrico, similarmente, el centro de masa de un
triangulo equilatero es su centro geométrico.

4. Cada figura, segun el caso, se puede descomponer en infinitas figuras
del mismo tipo y de orden inferior. Por ejemplo, un circulo es la unién
de todas sus cuerdas paralelas a una cuerda dada. Este ultimo principio

fue la fuente de inspiracion para el posterior trabajo de Cavalieri. Como



todas las figuras tienen peso, utilizando una balanza y equilibrando

figuras se puede determinar magnitudes...(p.23).

Lo presentado hasta el momento permite vislumbrar la heuristica de Arquimedes a
partir de lemas, proposiciones y resultados via mecanica, producto de la experimentacion.
Estos le permitieron salir de la tradicion de la época griega, llegando a demostraciones
nunca antes vistas, a partir del uso de instrumentos que mecanicamente le permitieron
Ilegar a hallazgos sorprendentes incluso para la época. En general la heuristica de
Arquimedes segun Yuste (2009):

Traslada su investigacién a una maquina simple, como la balanza,
comprobando las relaciones de equilibrio existentes en ella e
introduciendo medidas unitarias de peso; éstas, en el contexto de la
geometria, son los indivisibles: las lineas y los planos; pero con espesor
0 anchura, lo cual los hace distintos a los definidos por Euclides.
Expresado de modo sucinto, el método de Arquimedes es el siguiente:
primero, establece proporciones geométricas entre segmentos.
Después, las transfiere a un hipotético esquema mecanico de caracter
estatico. A continuacién, identifica lineas y pesos, y conjetura que todas
las lineas de una determinada figura plana constituyen esa figura y que,
asimismo, todos los planos de un solido componen ese solido. Por

ultimo, concluye la cuadratura o cubatura requerida (p.75).

Esta forma de pensar combinaba con astucia elementos de la mecanica con la
geometria, relacionando a partir de la ley de la palanca y el centro de gravedad acciones
con figuras planas que debian ser equilibradas, sin olvidar rasgos y caracteristicas fisicas
de las mismas tales como la asociacién entre area y peso (pesar geométricamente areas,
volimenes) o la determinacion del centro de gravedad (en los que se tiene en cuenta la

concentracion del peso) a partir de elementos de la geometria euclidiana.

A continuacién ampliaremos el trabajo a partir de un par de ejemplos donde se
combinan los elementos fundamentales de la mecanica usados por Arquimedes (ley de la
palanca y centro de gravedad) en la solucidn de situaciones donde es puesta en juego su

heuristica.



2.1.3 El centro de gravedad como medio para comparar magnitudes

En seguida se presentan dos proposiciones trabajadas por Arquimedes en su
libro sobre el equilibrio de los planos I. Apoyados en Geogebra se pretende
ejemplificar y destacar algunos de los elementos de la heuristica, advirtiendo que
se esta haciendo un tratamiento con herramientas que proporciona el software y
que estas no corresponden al método de funcionamiento propuesto por
Arquimedes en su época; solo recurrimos a estas como forma de aterrizar y
entender tan importante propuesta de investigacion, que permita posteriormente
encontrar rastro de si verdaderamente los estudiantes transitan por algunos de

los elementos de la heuristica o se acercan.

2.1.3.1 Sobre el equilibrio de los planos. Proposicion 9

En esta proposicion Arquimedes demostrd que el centro de gravedad de un

paralelogramo esta en la recta que une los puntos medios de los lados opuestos.

Figura 2. Construccion en Geogebra del centro de gravedad de un paralelogramo.

A E D

F =

En esta proposicion Arquimedes queria probar que el centro de gravedad del
paralelogramo ABCD esta en la linea EF. Para ello parte que el paralelogramo compuesto
por infinitos segmentos que tienen su centro de gravedad en la recta EF, concluyendo que
el centro de gravedad de todos los segmentos esta sobre la recta EF. La manera en la que

Arquimedes razona es la siguiente Montesinos (2003):



Figura 3. Construccion en Geogebra del centro de gravedad de un

paralelogramo prueba.

i

Supongamos que el centro de gravedad no estd en EF, sea éste H.
Tracemos HK paralela a AD y a BC, que corta a EF en K. Entonces es
posible por biseccion determinar el segmento EL de manera que EL <
KH. Ahora dividimos EA en las mismas partes que ED y trazamos
paralelas a AB y DC. Tenemos asi un numero par de paralelogramos
iguales, tal que sus centros de gravedad estaran situados a igual
distancia a lo largo de una recta; por lo tanto, el centro de gravedad de
todo el conjunto estara situado en la linea que une los centros de
gravedad de los dos centrales [Prop. 5 -Corolario 2 del Libro I de Sobre
el equilibrio de los planos]; pero esto es imposible porque H esta fuera
de los dos paralelogramos centrales. Obsérvese como negando lo que
queremos demostrar y aplicando la biparticiébn un namero finito de
veces, encontramos una contradiccion que nos permite afirmar la
veracidad de la proposicion. Podemos decir que esta sencilla
demostracion resume de manera admirable la nocion de “rigor

matematico” en Arquimedes (p 37).

Esta forma de razonar permite ejemplificar la manera como Arquimedes parte de lo
que quiere demostrar, en este caso que el centro de gravedad no esta en EF. Luego muestra
una descomposicion del paralelogramo en igual nimero de partes respecto a la recta EF
(eneste caso hace las veces de punto de apoyo), mostrando asi que los centros de gravedad
estaran situados a igual distancia de la recta. De esta forma llega a una contradiccion que

permite determinar el centro de gravedad del paralelogramo, por la interseccion ya sea de



las rectas construidas a partir de los puntos medios de los lados opuestos o por la
interseccion de las diagonales construidas en el paralelogramo. Para el caso de las
diagonales, construye una de ellas que le permite dividir el paralelogramo en dos
triangulos que tienen igual cantidad de area. Nuevamente utiliza la diagonal como fulcro
y los centros de gravedad de los triangulos para hallar el punto donde debe apoyarse el

tridangulo para permanecer en equilibrio.

2.1.3.2 Sobre el equilibrio de los planos proposicion 8

En esta proposicion se muestra el uso geométrico de la balanza se enuncia de la
siguiente forma tal como aparece en el Libro | sobre el equilibrio de los planos: Si AB es
una magnitud cuyo centro de gravedad es C, y AD es una parte de la misma, cuyo centro
de gravedad es F, entonces el centro de gravedad de la diferencia estara en el punto G de
FC tal que:

Figura 4. Construccion en Geogebra proposicion 8 libro 1.

Areade ADGF=#8 Areade FCEG=16

En la figura 4, se observa una construccién en Geogebra que permite ejemplificar
algunos resultados del trabajo de Arquimedes en la proposicion 8, al respecto Montesinos

(2003) presenta sus consideraciones:

Si aprovechamos las posibilidades dinamicas de Geometer’s Skechpad
y desplazamos el punto D, podemos ver que se conserva la igualdad de
razones enunciada, lo que nos permite pasar de una relacion entre areas
a una relacion entre segmentos, es decir, comparamos (medimos) areas
a través de la comparacion (medida) de segmentos. Esto puede ser
considerado como una reduccién de un problema mas complicado a

otro més sencillo (p.38).



En esta proposicion se muestra el uso geométrico de la balanza, donde la comparacion
de magnitudes se da a partir de pesar geométricamente figuras, es decir a partir de la
asociacion que logra hacer entre area y peso para transferir a su hipotética balanza, en
este caso areas. Arquimedes logra llegar o reducir el problema de la comparacion de areas
a la comparacién de segmentos, aqui se evidencia nuevamente la combinacion mecéanica
y geometria, por un lado se hace uso de la ley de la palanca y el centro de gravedad, por
el otro al calculo de areas y comparacion de magnitudes a partir de la comparacion entre

la longitud de segmentos.

Hasta el momento se ha presentado como desde la mecanica Arquimedes recurrié a la
ley de la palanca y al centro de gravedad con herramientas de su método heuristico. En
seguida se profundiza a partir de algunas consideraciones de estos dos importantes

elementos de la mecénica usada por Arquimedes en sus descubrimientos.

2.1.4 Ley de la palanca

La ley de la palanca fue sin lugar a dudas uno de los aportes mas significativos,
conocidos y aplicados aun en la actualidad. Al parecer como lo afirma Sherman (1999)
“Arquimedes desarrolla la ley como el primer paso en su teoria del centro de gravedad.
En lugar de decirlo como un hecho, lo deriva de principios méas basicos en el estilo de la
geometria de Euclides, escrita una generacion o dos antes que élI” (p 7). Esta teorizacién
alcanzada por Arquimedes fue plasmada en sus trabajos, bajo principios que consideraron
condiciones de equilibrio y desequilibrio con palancas (de brazos iguales y desiguales), a
las que se querian equilibrar (con pesos iguales y desiguales). Producto de esta teorizacion
surgieron los postulados y las proposiciones, reportadas en libro Sobre el equilibrio de
los planos | Torres (1997):

Postulado 1 Pesos iguales a distancias iguales estan en equilibrio, y
pesos iguales a distancias desiguales no estdn en equilibrio, y hay
inclinacion hacia el lado del peso que esta a mayor distancia.

Postulado 2 Si dos pesos a distancias cualesquiera estan en equilibrio
y a uno de ellos se le afiade algo, entonces dejan de estar en equilibrio

y hay inclinacion hacia el lado del peso al que se le ha afiadido.



Postulado 3 De manera similar, si se quita algo a alguno de los pesos,
entonces dejan de estar en equilibrio y hay inclinacion hacia el peso no
disminuido.

Postulado 4 Los centros de gravedad de figuras planas iguales que
superpuestas coinciden, también coinciden.

Postulado 5 Los centros de gravedad de figuras desiguales, pero
semejantes, estan situados semejantemente.

Postulado 6 Si dos pesos estan en equilibrio a cierta distancia, entonces
otros pesos equivalentes a aquéllos también estaran en equilibrio a la
misma distancia.

Postulado 7 En cualquier figura cuyo perimetro es concavo, el centro

de gravedad se encuentra dentro de la figura.

Proposicion 1 Pesos que se equilibran a distancias iguales son iguales.
Proposicion 2 Pesos iguales a distancias desiguales, no van a estar en
equilibrio, se van a inclinar hacia el lado del peso mayor.
Proposicion 3 Pesos desiguales se van a equilibrar a distancias
desiguales, el mayor peso estando a una distancia menor.

Proposicion 8 Si AB es una magnitud cuyo centro de gravedad es C, y
AD es una parte de la misma, cuyo centro de gravedad es F, entonces
el centro de gravedad de la diferencia estara en el punto G de FC tal
que: GC:CF = (AD):(DE)

Proposicion 9 El centro de gravedad de cualquier paralelogramo esta
sobre la linea recta que une los puntos medios de los lados opuestos.

Proposicion 10 El centro de gravedad de un paralelogramo es el punto
de interseccidn de sus diagonales

Lema 6 El centro de gravedad de un circulo, es también el punto que
es el centro del circulo (p.85)

2.1.5 Centro de gravedad

Hasta el momento se ha hecho mencioén al término centro de gravedad y tal como lo
hizo Arquimedes en sus tratados parecia ya definido dentro de la comunidad cientifica.
Los griegos trabajaron respecto a tres definiciones que para Arquimedes al parecer le eran
familiares, advirtiendo que éstas son de tipo fisico y no mateméatico Sherman (1999):



1. El punto en el cual el objeto puede ser suspendido y permanecer
inmavil, sin importar en qué posicion se coloca.

2. El punto comun a todas las lineas verticales a través de puntos de
suspension.

3. El punto comun a todas las lineas en las que el objeto se equilibra
(p.16)

Ninguna de estas definiciones pudo haberle servido a Arquimedes en su método de
investigacion heuristico, por el contrario, su definicion de centro de gravedad requeria de

propiedades para poder calcularlo teéricamente, los tres principios son Sherman (1999):

I. Los centros de gravedad de figuras congruentes o similares estan
situados de manera similar.

I1. El centro de gravedad de una figura convexa se encuentra dentro de
la figura.

I11. Si un objeto se corta en dos piezas, su centro de gravedad, C, se
encuentra en la linea segmento que une los centros de gravedad de las

piezas (p.17).

Estas propiedades pueden mostrarse por ejemplo para el caso de un triangulo
equiléatero, donde el centro de gravedad podria obtenerse usando el primer principio de
las figuras congruentes construido a partir de las lineas que unen cada vértice al punto
medio del lado opuesto (mediana), o como el centro de rotacion que coincide con el centro
de gravedad. Partiendo de estas propiedades Arquimedes llego a valores teoricos del

centro de gravedad para figuras de una, dos y tres dimensiones Torres (2010):

Figuras de una dimension

Centro de gravedad de una linea recta: El centro de gravedad de
cualquier linea recta es el punto de bisecciéon de la linea recta (El
Método).

Figuras de dos dimensiones

El centro de gravedad de un paralelogramo es el punto de interseccion
de sus diagonales (Libro sobre el equilibrio de los planos I, proposicion
10)



El centro de gravedad de cualquier paralelogramo es el punto en el que

las diagonales se encuentran (EI Método).

Centro de gravedad de un tridngulo: se encuentra en la interseccion de
las lineas trazadas que van de los dos angulos hacia los puntos medios
de los lados opuestos (Libro Sobre el equilibrio de los planos, Libro I,
Proposicion 14)

El centro de gravedad de cualquier tridngulo se encuentra en la
interseccion de las lineas trazadas desde dos angulos hacia los puntos

medios de los lados opuestos respectivamente (EI Método).

Centro de gravedad de un circulo es el punto que también es el centro
(El Método) (p.135).

2.1.6 Apoyo del software Geogebra

En este apartado se presenta una aproximacion en relacion con el software Geogebra,
pero antes de avanzar en torno a la importancia de este instrumento en la propuesta, se
advierte que la decision de trabajar con este software obedecio: primero, a la posibilidad
de contar en la institucion con una sala de portatiles con el software libre instalado vy,
segundo, con poder replicar una experiencia de trabajo con Geogebra, en la
Especializacion en Educacion Matematica con énfasis en Historia de las Matematicas en
la Universidad Pedagdgica Nacional, que le aport6 a mi saber matematico a partir de la

incorporacion de este instrumento en el aula en el contexto de la HM.

Hablar del apoyo del software Geogebra implica considerar desde la postura de
Borwein (2004; citado por Acosta, 2005):

La utilizacién de computadoras en la investigacion Matematica como
una préctica legitima, para lo cual propone definir las matematicas
experimentales como aquellas que:

1. Utilizan la computadora para generar datos y poner a prueba sus

conjeturas.



2. Hacen énfasis en los procesos de construccion del conocimiento mas
que en su formalizacion.

3. Reconocen las ventajas de la formalizacion del conocimiento, pero
no consideran dicha formalizacion como condicion indispensable para
la investigacién y reconocen la legitimidad del conocimiento validado

por la experiencia, en espera de una posible formalizacién (p.124).

Esta postura combinada con el apoyo del software Geogebra en el desarrollo de la

secuencia de actividades, permite:

e Estudiar relaciones de tipo geométrico-mecanico, ley de la palanca, centro de
gravedad y algunos elementos de la geometria euclidiana.

e Atrticular relaciones de tipo geométrico que Arquimedes usaba en su trabajo.

e Crear relaciones de dependencia entre los objetos construidos, manteniendo
invariantes las propiedades iniciales, a pesar de animar algunos puntos moviles en
la construccion.

e Ampliar las consideraciones de tipo experimental y dotar de significado el estudio
de algunas proposiciones y postulados del libro Sobre el equilibrio de los planos
l.

En general acciones como las ya mencionadas, mediadas por el interés de estudiar
una forma de pensar, permiten indagar sobre los principios de la mecénica (ley de la
palanca y centro de gravedad) y elementos de la geometria euclidiana que influyeron de
manera significativa en el proceso de estudio del Método de los teoremas mecéanicos de

Arguimedes.

Hasta este momento se han mostrado algunos elementos para definir las matematicas
experimentales apoyadas en el uso de computadores, pero de igual manera es pertinente

definir la geometria dinamica experimental segun Acosta (2005)

Como una practica geométrica que privilegia la observaciéon y
manipulacion de los objetos geométricos en la pantalla de la

computadora, con la intencién de emitir conjeturas sobre las



propiedades geométricas de dichos objetos, conjeturas que se ponen a
prueba mediante el arrastre, la medicién y la construccion de objetos

auxiliares (p 5)

El apoyo de Geogebra transforma de manera determinante acciones que a lapiz y papel
resultarian mas complejas. Por ejemplo al representar graficamente la construccion hecha
por Arquimedes de la cubatura de la esfera en lapiz y papel y compararla con una
representacion hecha en Geogebra, en la primera es posible utilizando elementos de la
geometria euclidiana, demostrar las proporciones y las relaciones de manera estatica. En
cambio en la segunda, ademas de verificar dichas proporciones, es posible ver que se
cumple para un numero mas amplio de casos; modificando un elemento de la construccion
y observando cdmo se mantienen constantes las relaciones, en este caso numéricas

propuestas en la demostracion.

2.2 Referentes metodologicos

2.2.1 Elementos de la heuristica de Arquimedes usados en la secuencia de actividades

Lo mostrado hasta el momento, permitié estructurar y organizar el disefio de la
secuencia de actividades identificando los elementos que caracterizaron la teorizacion que
Arquimedes hizo al respecto y que aparecié en el libro del “Método” y en “Sobre
equilibrio de los planos 1 y 117, Castro (2007).

Producto de esta estructura y organizacion, se obtuvo el disefio de seis actividades, las
dos primeras corresponden a los elementos de la heuristica de Arquimedes desde las
hipdtesis mecanicas. Dichas hipétesis se nutren de nociones y proposiciones de la estatica
acerca de centros de gravedad, palancas y condiciones de equilibrio que
experimentalmente pueden ser puestas a prueba con el apoyo de instrumentos que

permiten, manipular, mover, interactuar, conjeturar, etc.

La tercera actividad corresponde a los elementos de la heuristica de Arquimedes desde
las hipotesis composicionales apoyadas en software de geometria dindmica, que se valen

de la composicion de areas por cuerdas o lineas paralelas a una dada teniendo en cuenta



elementos de la geometria euclidiana como puntos medios, construccidn e interseccion

de diagonales, descomposicion de figuras planas, etc.

Las tres actividades restantes corresponden a la combinacion de hipétesis mecénicas
y composicionales apoyados en Geogebra, las actividades combinan elementos de la
Mecanica con la Geometria, relacionando a partir de la ley de la palanca y el centro de
gravedad acciones con figuras planas que deben ser equilibradas, sin olvidar rasgos y
caracteristicas fisicas tales como la asociacion entre area y peso o la determinacion del

centro de gravedad a partir de la geometria euclidiana.
En la tabla 2 se organizé informacion sobre la secuencia de actividades

Tabla 2. Secuencia de actividades.

Intervencion en el aula

ELEMENTOS DE LA ACTIVIDAD METODOLOGIA MATERIAL DE APOYO HISTORIA DE LAS
HEURISTICA DE MATEMATICAS
ARQUIMEDES

(2 sesiones de 90 1. Eureka... Base, figuras planas,  Arquimedes libro
) minutos) 2. Dame un punto de g regla ISobrf;e el equilibrio de
HIPQTESIS apoyo y moveré el Grupo 3 erstu _|f1ntes— os planos
MECANICAS socializacion .
mundo Balanza, clips
(1 sesion de 90 3. Puede hallarse Geogebra Arquimedes libro
minutos) virtualmente el Sobre el equilibrio de
HIPOTESIS centro de gravedad los planos
COMPOSICIONALES
(3 sesiones 90 4. Sobre el equilibrio Construccién Libro |, proposicién 8
minutos) de los planos Geogebra Sobre el equilibrio de
los planos
COMBINACION Individual- i
- " . W.I u:.a‘ Construccion Libro |, proposicion 8
HIPOTESIS 5. La balanza socializacion Geogebra Sobre el equilibrio de
MECANICAS geométrica bos |an05q
HIPOTESIS p

COMPOSICIONALES

6. La cuadratura de
la esfera

Applet Geogebra,
construcciones
auxiliares

Libro el Método,
proposicion 8

La tabla 2 condensa informacion sobre, las seis actividades disefiadas para ser
desarrolladas con los estudiantes de grado noveno. Las actividades planeadas fueron
desarrolladas en grupos de dos estudiantes, esto con la intencion de que pudieran
interactuar entre ellos y generar apoyo en las estrategias que pusieron en juego en el
desarrollo de cada una de las actividades. Finalmente cada actividad contd con un material

de apoyo y un referente tedrico desde las fuentes usadas para su disefio.



2.3 Descripcion de los instrumentos de recoleccion de la informacion

A continuacion se presentan las seis actividades, la actividad nimero uno y dos trabaja
las hipétesis mecanicas con el apoyo de material concreto a partir de la experimentacion
y las actividades de la cuatro a la seis que trabajan las hip6tesis composicionales, se

apoyaron en el software Geogebra.

2.3.1 Actividades basadas en hipotesis mecanicas

En este trabajo las actividades basadas en hipétesis mecanicas, hicieron parte de las
actividades que desarrollaron los estudiantes apoyados en el uso de material concreto,
sobre el cual podian manipular de manera fisica y poner en juego nociones y
proposiciones de la estatica tales como centros de gravedad, ley de palanca y condiciones

de equilibrio, para dar solucion a las situaciones planteadas en la guia del estudiante.

2.3.1.1 Guia del estudiante actividad nimero uno

Esta guia de trabajo tenia como objetivo encontrar de manera experimental, el lugar
donde debia apoyarse cada figura geométrica para que se mantuviera en equilibrio. Para
ello se hizo entrega de cinco figuras elaboradas en carton y un soporte como punto de

apoyo.



Figura 5. Guia del estudiante nimero uno.

EUREKA... (Arquimedes)

Materiales: Soporte de madera o base, figuras
geométricas en cartén, ldpiz, regla, plastilina, cuerda, tuerca.

Cada grupo tendrd seis figuras geométricas diferentes, cada vez que logren ponerlas en
equilibrio sobre el tornillo deben decir eureka Il

Luego de realizar la experiencia, responda las siguientes preguntas:
1. Describan el proceso que realizaron para mantener las figuras sobre el fornillo.
2. ¢Cémo explican que cada figura pueda mantenerse en equilibrio sobre el tornillo?
3. Utilizando algunos de los materiales con los que cuentan, ¢cémo podrian utilizarlos
para determinar el lugar o los lugares donde deben apoyar la figura para que se

mantenga en equilibrio?

4. Describan el proceso que debe realizarse para equilibrar:
a. El paralelogramo

b. El circulo

c. El triangulo

d. La figura irregular
e. El cuadrado

2.3.1.2 Guia del estudiante actividad niumero dos

Esta guia de trabajo tuvo como objetivo experimentar y comprobar los postulados del
libro de Arquimedes “Sobre el equilibrio de los planos I”, haciendo uso de la palanca en
la comparacion de magnitudes. Para ello se entregd una balanza y unos clips para que

realizaran el proceso de experimentacion.



Figura 2. Guia del estudiante nimero dos.

DAME UN PUNTO DE APOYO Y MOVERE EL MUNDO...
(Arquimedes)

EXPERIMENTO 1

a. Observen el instrumento que cada grupo tiene vy
describanlo. Ubiquen un clip a una distancia de 4 cm del
punto de apoyo del lado izquierdo del instrumento, y otro clip del mismo peso a una
distancia de 6 cm del lado derecho del centro del instrumento.

b. ¢Qué observan, como explican lo que acaba de ocurrir en el experimento?
¢Qué pasard si ubican los clips en otros lugares? , den un ejemplo de donde los
ubicaron?

d. ¢Qué deben tener en cuenta para que el instrumento se mantenga en equilibrio?

EXPERIMENTO 2

a. Ubique un clip a una distancia de 4 cm del punto de apoyo del lado izquierdo de la
balanza, y otro clip del mismo peso a una distancia de 4 cm del lado derecho de la
balanza.

b. ¢Qué observan?, ¢cémo explican lo que acaba de ocurrir en el experimento?
Ahora manteniendo las condiciones del literal a, suspendan a cada lado de la palanca
tres clips y observen qué ocurre, se mantiene en equilibrio o la balanza se inclina
hacia un lado.

d. Retiren los clips de la balanza y ubiquen tres clips a una distancia de 6 cm del punto
de apoyo del lado izquierdo de la palanca, y otros tres clips del mismo peso a una
distancia de 6 cm del lado derecho de la balanza pero suspendidos de un hilo de
diferente longitud.

e. ¢Qué observan?, ¢como explican lo que acaba de ocurrir en el experimento?

EXPERIMENTO 3

a. Tomen 5 clips del mismo peso. Ubiquen dos de esos clips en la parte izquierda de
la balanza a una distancia de 6 cm respecto al punto de apoyo. Ubiquen los otros
tres clips del otro lado de la balanza a una distancia de 6 cm respecto del punto
de apoyo. ¢Se mantendrd la balanza en equilibrio o se inclinard hacia algin lado?

b. Tomen 5 clips del mismo peso. Ubiquen dos de esos clips en la parte izquierda de
la balanza a una distancia de 6 cm respecto al punto de apoyo. Ubiquen los otros
tres clips del otro lado de la balanza a una distancia de 4 cm respecto del punto
de apoyo. ¢Se mantendrd la balanza en equilibrio o se inclinard hacia algtn lado?

c. Expliquen lo que ocurre en el literal a'y compdrenlo con lo ocurrido en el numeral
b, ¢qué pueden concluir.

d. Retiren todos los clips, ubiquen en el brazo izquierdo de la balanza dos clips a una
distancia de 4 cm y en el otro brazo cuatro clips a una distancia de 2 cm. ¢La
balanza se mantiene en equilibrio o se inclina hacia algin lado?




e. A partir de lo concluido en el literal c, propongan tres situaciones de equilibrio
donde utilicen 12 clips. Sin hacer el experimento dibujen la balanza y sefialen dénde
deben ubicar los clips para mantener la balanza en equilibrio.

f. Ahora realicen el experimento y verifiquen con su dibujo si la balanza se mantiene
en equilibrio. Si en todos los casos lograron mantenerla en equilibrio expliquen por
qué, si por el contrario no lo lograron expliquen a qué se debe y cémo lo corregirian.

2.3.2 Actividades basadas en hipotesis composicionales

Las actividades basadas en hipdtesis composicionales con el apoyo de Geogebra,
hicieron referencia a la posibilidad que tuvo el estudiante de explorar y experimentar de
manera virtual con una construccion previamente entregada, haciendo uso de algunas de
las herramientas del software para determinar la composicion de areas por cuerdas o

lineas paralelas a una linea dada.

2.3.2.1 Guia del estudiante actividad numero tres

Esta guia de trabajo buscaba, hallar el centro de gravedad de longitudes y figuras
planas utilizando el programa Geogebra como herramienta de apoyo. Previamente se
entrego a cada grupo de estudiantes un computador portéatil con la construccion y la guia

de trabajo.

Figura 3. Guia del estudiante nimero tres.

¢PUEDE HALLARSE VIRTUALMENTE EL CENTRO DE GRAVEDAD?

Entre al programa Geogebra abra, el archivo denominado actividad para hallar el centro
de gravedad, encontrard:

-Un segmento AB de 12 unidades de longitud.

-Un tridngulo isésceles

-Un tridngulo equildtero

-Un rectdngulo

-Un romboide

-Un circulo de radio 3 unidades,

1. Usando las herramientas encuentre el centro de gravedad de cada uno de los objetos
construidos. Escriba en la guia el proceso realizado para encontrar el centro de gravedad
de cada objeto y expliqgue cdmo justifica que ese es el centro de gravedad.




2. Luego cambie a color rojo el punto que representa el centro de gravedad de cada objeto.
3. En resumen el centro de gravedad de una linea recta es

El centro de gravedad de un paralelogramo es

El centro de gravedad de un tridngulo es

El centro de gravedad de un circulo es

2.3.3 Actividades basadas en la combinacion de hipdtesis mecanicas y
composicionales

Las actividades que corresponden a la combinacion de hipo6tesis mecénicas y
composicionales, combinan elementos de la Mecéanica con la Geometria, relacionando a
partir de la ley de la palanca y el centro de gravedad acciones con figuras planas que
deben ser equilibradas, sin olvidar rasgos y caracteristicas fisicas tales como la asociacion
entre area y peso o la determinacion del centro de gravedad a partir de elementos de la

geometria euclidiana.

2.3.3.1 Guia del estudiante actividad nUmero cuatro

Esta guia de trabajo tuvo como objetivo, trabajar la proposicién 8 del libro “Sobre el
equilibrio de los planos I, en la que Arquimedes utilizo la ley de la palanca.

Figura 4. Guia del estudiante nimero cuatro.
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SOBRE EL EQUILIBRIO DE LOS PLANOS

A continuacion se presenta la proposicion 8 del Libro I, sobre el equilibrio de los planos:

SOBRE EL EQUILIBRIO DE LOS PLANOS . LIBRO I.

Proposicion 8.- Si AB es una magnitud cuyo centro de gravedad
es C, y AD es una parte de la misma, cuyo centro de gravedad eg
F, entonces el centro de gravedad de la diferencia estara en el
punto G de FC tal que :

GC:CF = (AD):(DE)

Fa
i D B

Abra el archivo de Geogebra llamado “Actividad uso geométrico de la balanza.ggb”
Utilizando las herramientas de Geogebra, mida las longitudes de los segmentos PQ y QR,
calcule el drea de los poligonos ACFE y EFDB.

Ahora utilizando la construccién complete la tabla y con la herramienta elige y mueve, tome
el punto F y despldcelo por el segmento AC.

LONGITUD PQ AREA ADGF LONGITUD QR AREA FCEG
55
5
45
4
35
3
25
2
15
1
05

1. ¢Qué relacion observa entre la longitud PQ y el drea ADGF?
2. ¢Qué relacién observa entre la longitud QR y el drea FCEG?

3. ¢Qué relacién observa entre las longitudes PQ y QR con las dreas FCEG Y ADGF?

2.3.3.2 Guia del estudiante actividad nUmero cinco

Esta guia de trabajo tuvo como objetivo simular en el software Geogebra una balanza

para verificar algunas proposiciones del equilibrio de los planos.



Figura 5. Guia del estudiante nimero cinco.

LA BALANZA GEOMETRICA
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1. Abra el archivo "prueba movimiento actividad uso geométrico de la balanza.ggb" y
describa lo que observa en la construccion a medida que mueve el punto D.

2. Mueva ahora el punto T, y nuevamente el punto D, ¢se mantienen las relaciones de
la construccion o varian?

3. Repita el proceso con el punto U, y mueva el punto D, ¢qué observa?

4. A medida que mueve el punto D, (cémo explica que la balanza siempre se encuentre
en equilibrio?

5. La balanza sostiene dos paralelogramos, ¢qué puede decir de sus centros de
gravedad, que condicién deben cumplir para que se mantengan en equilibrio?, o los
puedo sostener de cualquier parte.

6. ¢Qué pasa cuando las dos dreas son iguales?, ¢Qué pasa cuando las dos longitudes
son iguales?

7. <Cudndo la longitud QS es el doble de la longitud SR, que pasa con las dreas?
8. ¢Cudl es la condicidn o las condiciones para que la longitud del brazo de la balanza

con su correspondiente drea se mantengan en equilibrio con el otro brazo y su
correspondiente drea?




2.3.3.3 Guia del estudiante actividad niUmero seis

Esta guia de trabajo tuvo como objetivo, simular en el software Geogebra la
proposicion 2 del Libro del Método de Arquimedes, buscando entender como

Arguimedes ponia en juego su heuristica.

Figura 6. Guia del estudiante nimero seis.
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LA CUADRATURA DE LA ESFERA
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ESTUDIO DE LA CUADRATURA DE LA ESFERA (VOLUMEN DE LA ESFERA) DEL
METODO

Arquimedes lo que propone es representar en dos dimensiones la esfera, el cono y el
cilindro, pero pensando en tres dimensiones. Inicialmente partimos de reconocer los
elementos de la construccién:

En el mend vista, con la herramienta protocolo de construccidn, revise cada uno de los
elementos de la construccién

—
o
N




Se observa el circulo mdximo de la esfera
ABCD y sus didmetros ACy BD, y de radio
r.

Tenemos dos conos ADB e AZE con
vértices en A. La altura del primer cono es
r, en cuanto a la altura del segundo cono es
2r. La base del primer cono es un circulo de
radio r, en cuanto que la base del segundo
cono es un circulo de radio 2r.
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Rectdngulos FVXW e IEZH generan dos
cilindros con alturas iguales a 2r. Bases
como circulos centrados en A de radios r
y 2r, respectivamente.

Se representa una palanca por medio de un
segmento TC con punto medio A, tal que
TA=AC=2r

Ahora lo que haremos es verificar con casos especificos las relaciones que planteé
Arquimedes para llegar a calcular el volumen de la esfera.
1. Haciendo una construccidn auxiliar verifique las siguientes relaciones

AO* =AC - A4S

AO* = 0S§* + SP*

MS -SP=AC - AS=A0" = 0S" + SP*

¢Qué observa luego de realizar la construccion?
Si compara el cuadrado AQ con el rectdngulo de lados ACy AS, que puede decir, si mueve

el punto N de la construccidn qué ocurre.

¢Qué relacion se puede establecer entre el cuadrado AQ), y los cuadrados QS y SP?
¢Qué relacién puede establecer entre el rectdngulo de lados AS y AC con el rectdngulo de

lados MS y SP?

Haciendo una construccién auxiliar verifique las anteriores relaciones

AT/AS = MS/SP = MS*/(MS - SP) = MS*/(0S* + SP%)

cQué
observa luego de realizar la construccion?

Si compara la longitud del segmento AT con la longitud del segmento AS y hace lo mismo
con las longitudes de los segmentos MS y SP qué puede decir, ¢existe alguna relacion?

Realice el mismo proceso entre el cuadrado MS y el rectdngulo de lados MS y SP, que

puede decir respecto a sus dreas.




Finalmente compare el drea del cuadrado MS entre la suma de las dreas de los cuadrados
QSy SP.
Luego de comparar cada una de las relaciones que cree usted que es lo que Arquimedes
estd haciendo.

2. Ahora Arquimedes parte de los circulos ¢(MN), c(QO), c(PR) de didmetros MN,

QO, PR,

Realice la construccidn auxiliar de cada uno de los circulos teniendo en cuenta su didmetro.
Al observar en detalle los circulos que acaba de construir a partir de sus didmetros,
explique cudl corresponde al cono, el cilindro y la esfera.
Ahora usando la construccion auxiliar verifique la siguiente relacién, puede hacer uso de
la herramienta drea y la hoja de cdlculo.

¢ (MN)
c(Q0) + ¢(PR)
¢Qué es lo que estd verificando Arquimedes en esta relacién?
Luego de identificarlos mueva el punto N de la construccion, ¢qué observa?, (se mantiene

lo que explicé anteriormente?, en su guia dibuje cémo quedarian todos los circulos si los
apilara.

3. Hasta el momento Arquimedes ha mostrado tres relaciones. Teniendo en cuenta lo
presentado hasta el momento qué puede decir de las siguientes relaciones, que es
lo que Arquimedes estd comparando.

AT MS? MN? c(MN)

AS ~ QSZ +SPT Q02 +PR?  ¢(QO) + c(PR)

Explique detalladamente en cada una de las relaciones ¢qué es lo que se estda comparando?

4. Arquimedes, haciendo uso de las propiedades de la palanca establece que el circulo
c¢(MN) del cilindro, "permaneciendo en su lugar” estard en equilibrio respecto del
punto A (fulcro de la palanca) con los circulos ¢(QO), c(PR) trasladados y colocados
sobre el punto T , de tal manera que el centro de gravedad de cada uho de ellos
seaT.

Como medio de verificacion de lo presentado en la dltima parte, abra el archivo de
Geogebra llamado “cubatura de la esfera prueba circulos”, mueva el punto N de la
construccién y explique en detalle lo que observa, ¢qué es lo que se estd
comparando?

Ahora habilite la pestafia vista-hoja de cdlculo y registre en cada columna los datos
de las longitudes y las dreas.

¢Cémo utilizando el principio de la palanca estudiado por Arquimedes y las
herramientas del programa Geogebra puede verificar el enunciado que estd
subrayado, explique y describa el proceso que realizé?

¢Como describiria usted el método utilizado por Arquimedes para comparar
magnitudes?




2.4 Organizacion, sistematizacion y analisis preliminar de datos

A continuacion se presenta el proceso desarrollado en la organizacidn, sistematizacién
y analisis preliminar de los datos. Inicialmente fueron tomados los registros documentales
de los estudiantes plasmados en las guias de trabajo, transcribiendo y organizando en
tablas las respuestas de cada una de las preguntas planteadas en la secuencia de
actividades; en algunos casos se contd con registro en video, pero la intencién no era
realizar transcripciones de los mismos sino usarlos en caso de necesitar profundizar en
algin aspecto de la informacion documental. Seguidamente se muestra el paso de la
sistematizacion a los analisis preliminares, esto a través de un ejemplo de uno de los
grupos de estudiantes, para finalmente terminar con el andlisis a partir de una descripcion
profunda de las estrategias utilizadas por los estudiantes, buscando en todo momento
reconocer cudles de esas estrategias se acercan 0 como se corresponden con algin

elemento de la heuristica de Arquimedes.

2.4.1 Recoleccion de registros documentales

La secuencia de actividades fue aplicada a un curso de grado noveno con un total de
25 estudiantes; las seis actividades se desarrollaron en 6 sesiones de 90 minutos cada una
en grupos de dos estudiantes. En las dos primeras actividades fueron entregadas la guia
de trabajo y material de apoyo para realizar el proceso de experimentacion fisica; en las
actividades restantes, se entregd, ademas de las guias de trabajo, un computador portatil,
para que los estudiantes trabajaran con el software Geogebra. Como producto de las seis
sesiones se obtuvieron los registros documentales, pero solo seis grupos lograron terminar
las seis actividades, es importante tener en cuenta que el criterio para la seleccion de los
grupos de estudiantes con los que se construyo el analisis de la informacion, obedecio a
la necesidad de transitar por cada una de las actividades, con la intencion de identificar
elementos asociados a la heuristica de Arquimedes presentes en el disefio y desarrollo de
las actividades.

A manera de ejemplo, en la tabla 3 fue posible observar la correspondencia entre
algunos de los elementos de le heuristica de Arquimedes y las estrategias presentadas por
los estudiantes de manera espontanea, permeados por la posibilidad de realizar la

experimentacion fisica y virtual con el apoyo de Geogebra.



Tabla 3. Aproximacion a los elementos de la heuristica de Arquimedes con estrategias

de los estudiantes.

ELEMENTOS DE LA
HEURISTICA DE
ARQUIMEDES

ESTRATEGIAS DE LOS ESTUDIANTES EN LA COMPARACION
DE MAGNITUDES ASOCIADA A LA HEURISTICA DE
ARQUIMEDES

Lema 6:
El centro de gravedad de
un circulo es el punto que
también es el centro del
circulo.

Podriamos determinar la mitad de la figura midiéndola y marcando la mitad
ya que casi habra el mismo peso en cada parte de la figura y se podran
sostener bien sobre el tornillo.
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Proposicién 9:
El centro de gravedad de
cualquier paralelogramo

es el lugar donde se
encuentran los puntos
medios de los lados
Opuestos.

ERS R & g |r i 4 il
A cada figura se le saca la mitad en los lados y se unen los puntos de cada
lado y donde se interceptan las lineas es el punto de equilibrio.

Proposicion 10:
El centro de gravedad de
un paralelogramo es el
punto de interseccién de
las diagonales.

Calculando la mitad el peso se divide en partes iguales y cada peso deberia
ir en cada lado para que mantenga el equilibrio.

Sacando mitad de cada uno y poniendo en el tornillo, midiendo con la regla
para sacar la mitad o punto de equilibrio de cada figura.

= 3R8K i)

Arquimedes  fue el
primero  en  probar
teéricamente  que el

centro de gravedad de

cualquier triangulo
coincide con la
interseccion  de  sus
medianas.

Con la regla buscamos la circunferencia de las figuras como pues hallando
la mitad de las figuras. (Hacen la representacion de las cinco figuras
entregadas).

Proposicién 1 sobre el
equilibrio de los planos.
Pesos que se equilibran a
distancias iguales son
iguales

Observamos que se mantiene en equilibrio porque tienen el mismo peso y
la misma distancia del punto de apoyo.

Proposicién 3 sobre el
equilibrio de los planos:

Pesos desiguales se van a
equilibrar a distancias

Al estar en la misma porcién una mayor que otro en el primero se
desequilibra porque hay mas peso que el otro pero en el otro al estar mas
cerca con los tres y el otro més lejos con dos tienen equilibrio, lo que
significa que la distancia es la que importa.




desiguales, el mayor peso
estando a una distancia
menor.

Haciendo el mismo ejercicio mostrado anteriormente con cada uno de los grupos en la
busqueda de formas de accion similares, en relacién con la aproximacion a algunos

elementos de la heuristica de Arquimedes, surgieron los primeros analisis.
2.4.2 Analisis preliminar

Luego de realizar la correspondencia entre la aproximacion a algunos de los elementos
de la heuristica de Arguimedes, versus acciones de los estudiantes, se presentan las
estrategias identificadas en la comparacién de magnitudes, lo que aparece en color
amarillo, verde claro, morado, rojo y azul corresponde a una estrategia inicial. A lo largo
del primer andlisis, algunas estrategias se fueron ampliando dependiendo de las acciones
mostradas por los estudiantes en el uso de las herramientas de Geogebra, éstas

ampliaciones corresponden con lo subrayado en color verde oscuro:

1. Ubica por ensayo y error el centro de gravedad, teniendo en cuenta implicitamente la
forma de la figura que se quiere equilibrar.

5. Determina el centro de gravedad explicitando la comparacién a partir de la relacion
(longitud-peso/longitud-area)-Ley de la palanca.

Combinando las estrategias anteriores con las tablas 4, 5y 6 del el libro “Sobre el
equilibrio de los planos I, puntualmente con los siete postulados, seis proposiciones, un

lema y lo condensado por Castro (2007) respecto al trabajo de Arquimedes en el



“Método” y “Sobre el equilibrio de los planos I, se obtuvieron los primeros analisis; ver
Tabla 7.

Tabla 4. Postulados libro “Sobre el equilibrio de los planos I-hipotesis mecanicas”.

Postulado 1 | Pesos iguales a distancias iguales estan en equilibrio, y pesos iguales a
distancias desiguales no estan en equilibrio, y hay inclinacion hacia el
lado del peso que esta a mayor distancia.

Postulado 2 | Si dos pesos a distancias cualesquiera estan en equilibrio y a uno de
ellos se le afiade algo, entonces dejan de estar en equilibrio y hay
inclinacion hacia el lado del peso al que se le ha afiadido.

Postulado 3 | De manera similar, si se quita algo a alguno de los pesos, entonces
dejan de estar en equilibrio y hay inclinacion hacia el peso no
disminuido.

Postulado 4 | Los centros de gravedad de figuras planas iguales que superpuestas
coinciden, también coinciden.

Postulado 5 | Los centros de gravedad de figuras desiguales, pero semejantes, estan
situados semejantemente.

Postulado 6 | Si dos pesos estan en equilibrio a cierta distancia, entonces otros pesos
equivalentes a aquéllos también estaran en equilibrio a la misma
distancia.

Postulado 7 | En cualquier figura cuyo perimetro es concavo, el centro de gravedad
se encuentra dentro de la figura.

Tabla 5. Proposiciones® libro “Sobre el equilibrio de los planos 1.

Proposiciones 1 Pesos que se equilibran a distancias iguales son iguales.
Proposiciones 2 Pesos iguales a distancias desiguales, no van a estar en
equilibrio, se van a inclinar hacia el lado del peso mayor.
Proposiciones 3 Pesos desiguales se van a equilibrar a distancias desiguales, el
mayor peso estando a una distancia menor.

Proposiciones 8 Proposicion 8.- Si AB es una magnitud cuyo centro de
gravedad es C, y AD es una parte de la misma, cuyo centro de
gravedad es F, entonces el centro de gravedad de la diferencia
estara en el punto G de FC tal que :

GC:CF = (AD):(DE)

Proposiciones 9 El centro de gravedad de cualquier paralelogramo esta sobre la
linea recta que une los puntos medios de los lados opuestos.
Proposiciones 10 | El centro de gravedad de un paralelogramo es el punto de
interseccion de sus diagonales.

Lema6 El centro de gravedad de un circulo, es también el punto que es
el centro del circulo.

5 Las proposiciones 1 y 8 corresponde a las hipdtesis mecanicas, las proposiciones 9, 10 y el lema 6
corresponden a hipétesis composicionales.



Tabla 6. El “Método” y en “Sobre equilibrio de los planos | y 117, Castro (2007).

HO°® Todas las figuras tienen peso.

H1 El peso de cada figura es igual a su magnitud geométrica; por
ejemplo, el peso de una linea es su longitud, el peso de una
superficie es su area, etc.

H2 Todas las figuras tienen centro de equilibrio, 0 como se llama
modernamente centro de masa, por ejemplo, el centro de masa
de un circulo es su centro geométrico, similarmente, el centro
de masa de un triangulo equilatero es su centro geométrico.
H3 Cada figura, segun el caso, se puede descomponer en infinitas
figuras del mismo tipo y de orden inferior. Por ejemplo, un
circulo es la union de todas sus cuerdas paralelas a una cuerda
dada.

H4 Como todas las figuras tienen peso, utilizando una balanza y
equilibrando figuras se puede determinar magnitudes...".

Con estas primeras estrategias fueron tomadas las tablas de cada grupo, buscando
cudles se acercaron o aproximaban a un elemento de la heuristica de Arquimedes, una
muestra de dicho procedimiento fue tomando del trabajo desarrollado por uno de los

grupos.

Tabla 7. Estrategias vs forma particular de la heuristica de Arquimedes grupo 1.

NUMERO FORMA
DE LA ESTRATEGIAS ANALISIS INICIALES (Grupo 1) PARTICULAR
ACTIVIDAD HEURISTICA
DE
ARQUIMEDES
1 1,2,.,5 1. Los estudiantes explicitan que en el | Heuristica

momento de equilibrar las figuras, estas se | propia.
pueden clasificar en faciles (cuadrado/circulo)
y dificiles (poligono irregular/paralelogramo)

2. Equilibran las figuras de tal manera que | H2, H3
cada lado quedara con el mismo peso
dependiendo de la figura. Al explicar porque
las figuras se mantienen en equilibrio sobre el
tornillo, responden que siempre buscan la
mitad, pero advierten que encontrar la mitad
no siempre es facil hay algunas figuras en las
que la mitad no esta donde parece, ademas hay
figuras que tienen partes mas pesadas y partes
mas ligeras lo que complica su equilibrio. En
el caso del poligono irregular buscan extender
el proceso de las diagonales, trazando desde
cada vértice al punto medio del lado opuesto

® para efectos de poder referir de manera rapida en los andlisis de cada grupo en relacion con los elementos
de la heuristica de Arquimedes presentados por Castro, se codificaron en HO, H1...H4.



pero no obtienen los resultados esperados;
mantener la figura en equilibrio. En relacién
con centro de gravedad los estudiantes
identifican que hay un Unico lugar donde es
posible equilibrar la figura, enfatizan en que
debe ser la mitad ya que en otros lugares no
quedan equilibrados (aqui implicitamente se
establece una comparacion de peso entre la
misma magnitud de tal forma que el peso se
distribuya uniformemente).

1. Toman las figuras y haciendo uso de la
regla, la cuerda encuentra los puntos medios
de cada lado encontrando el punto de
interseccion, o construyendo las diagonales.
Se aproximan a lo planteado por Arquimedes
en el libro sobre el equilibrio de los planos. Es
importante destacar que en la representacion
grafica se observa la intencion de representar
los puntos medios de los lados como estrategia
para encontrar puntos de interseccion que
determinen el centro de gravedad.

Lema 6
Proposicion 9 y
10.

5. Los estudiantes enuncian que pesos iguales
a distancias iguales se mantienen en
equilibrio.

Postulado 1

B5

l. A mayor longitud del punto de apoyo,
mayor peso, aungque se enuncia de manera
intuitiva Ademas, reconocen que luego de
tener la balanza en equilibrio y retirar de cada
lado un clip, sigue manteniéndose en
equilibrio porque al quitarle un peso de cada
lado es lo mismo que con tres clips solo que
con dos.

Proposicion 8
Postulado 3

5. Establecen que la cantidad de peso que se
coloca a un lado debe ser equivalente al
colocado en el otro y lo evidencian a partir de
una comparacion en la balanza, donde
equilibran en el brazo izquierdo dos clips uno
a 5cm y otro a 2 cm con un clip ubicado en el
lado derecho a 7cm.

Postulado 1
Proposicion 1y
8

B B Combina las dos estrategias, con el uso
de las herramientas de Geogebra punto medio
y punto de interseccion. Lo que hace el grupo
implicitamente es una distincibn en la
comparacion en el momento en el que trazan
las diagonales y colorean el rectangulo. Esta
estrategia es complementada  usando
herramientas de Geogebra para hallar el area y
compararlas, previamente determinan el
centro de gravedad dividiendo por la mitad y
transfiriéndolo a wuna hipotética balanza
“imaginemos que el area pesa igual”.

B. En el caso del triangulo determinan los
puntos medios de dos de sus lados y los unen
con su correspondiente vértice, la interseccion
de los dos segmentos determina el centro de
gravedad de la figura.

Para el circulo construyen dos diametros,

dividiendo el circulo en cuatro partes iguales,

Lema 6,
Proposicion 9 y
10

H2

H2

H1l




sefialan dos secciones A y B diciendo que son
iguales.

B Para la linea recta la dibujan y en el centro
de esta ubican el centro de gravedad.

5. Al preguntar por lo que observan en la
construccion, establecen que se necesitan dos
pesos iguales para que se equilibren. A manera
de reflexiéon es importante destacar que los
estudiantes llevaron mas a completar la tabla
que en mostrar las estrategias para comparar
areas y longitudes.

Postulado 1

5. Reconocen que la longitud de los brazos es
constante, deben sumar siempre 6. En la ley de
la palanca reconocen que a mayor area mayor
peso, pero ademas la relacién con la longitud
de los brazos “relacién mayor distancia-
menor peso, menor distancia-mayor peso”,
esta relacién se da en la observacion que hacen
los estudiantes en la construccién al mover el
punto D, en un caso particular determinan que
el cuadrado mas pequefio esta mas lejos del
punto de apoyo y el mas grande esta mas cerca
del punto por lo tanto el area del objeto que
esta mas lejos tiene menor peso al area del que
esta mas cerca.

Postulado 1
H1

Proposicion 8

B Comparacion  por  compensacién
“intercambio de tamafos” pero las areas
permanecen iguales. Los  estudiantes
reconocen la relacién de los rectdngulos AS
AC con el otro rectangulo MS SP, mientras se
mueve el punto N, uno rectangulo se hace méas
corto y el otro mas ancho. Si la N se mueve
ambos rectangulos cambian de tamafios pero
la relacion se mantiene en sus mismas areas.

Proposicion 8




CAPITULO 3: ANALISIS DE LA INFORMACION

3.1 Formas de accion vinculadas con una forma particular de la heuristica de
Arguimedes

En las estrategias utilizadas por los estudiantes, fue posible reconocer elementos
presentes en la heuristica de Arquimedes en la comparacion de magnitudes tales como
hipdtesis mecanicas, hipotesis composicionales o la combinacion de estas, muestra de
ello fue la correspondencia entre algunas de las acciones de los estudiantes con una

proposicién, un postulado o un lema.

A manera de contextualizacion se hizo un recorrido para los seis grupos por la
secuencia de actividades de manera general, esto a partir de la tabla 8. Muestra en color
azul claro las actividades basadas en las hip6tesis mecanicas, en naranja claro las
actividades basadas en las hipdtesis composicionales y en verde claro las actividades
basadas en la combinacidn de los dos tipos de hipotesis. Cada actividad se asocié con una
0 mas estrategias, estas fueron el resultado de realizar la correspondencia entre la forma
particular de los elementos de la heuristica de Arquimedes en relacion con las acciones
de los estudiantes. Lo que aparece resaltado con azul oscuro correspondié a los elementos
de la heuristica de Arquimedes que se repitieron mas de una vez y que permitieron
identificar posteriormente tipos de heuristicas en los seis grupos de estudiantes. Luego se
profundizo en cada una de las actividades, relacionando las estrategias en la comparacion
de magnitudes con la forma particular de los elementos de la heuristica de Arquimedes,
a partir de las producciones escritas de los estudiantes. Este recorrido se hizo desde la
experimentacion en términos de la comparacion para las actividades uno y dos, y desde

el apoyo con Geogebra en las actividades restantes.

3.1.1 Grupouno

Se observd de manera general que el grupo de estudiantes pasoé en las seis actividades
por las cinco estrategias, pero fue en la parte de las hipotesis mecéanicas donde transitaron
en su totalidad por las cinco. En las actividades restantes apoyadas en Geogebra, fue
posible observar el paso por las estrategias 3, 4 y 5. En relacion con la forma particular
de los elementos de la heuristica de Arquimedes se destaco el postulado 1 que mostro la

relacion de pesos iguales a distancias iguales para permanecer en el equilibrio, y las



proposiciones 8, 9 y 10, que relacionaron pesos y distancias desiguales que se
mantuvieron en equilibrio y estrategias para determinar el centro de gravedad de un

paralelogramo respectivamente.

Tabla 8. Resumen por actividad, estrategias y forma particular de la heuristica de
Arguimedes.

NUMERO ESTRATEGIAS EN LA FORMA PARTICULAR- ELEMENTOS
DE LA COMPARACION DE HEURISTICA DE ARQUIMEDES
ACTIVIDAD MAGNITUDES

1 1 Heuristica propia.
2 H2, H3
8 Lera £ Proposicién 9, Proposicién 0.
5 Postulado 1

2 ] B Fostulado 3
5 IS Proposicion 1IN

3 1| Le a6 Proposicion9, Proposicin 10
| | H2
l H1

4 5

5 5)

6 8

3.1.1.1 Desde las hipdtesis mecanicas en términos de la comparacion de magnitudes

Actividad uno

Desde la experimentacion en la tabla 9, se observaron amplias y variadas estrategias
propuestas por los estudiantes para realizar comparacion de magnitudes.
Contextualizando la actividad ndmero uno, donde se proponia equilibrar figuras

elaboradas en carton sobre un tornillo, surgieron las primeras formas de comparacion.

Tabla 9. Registro del estudiante. Actividad N°1, pregunta 1.

PREGUNTA/ ACTIVIDAD RESPUESTAS ESTUDIANTES GRUPO 1
Ne1
1. Describan el | Pues equilibramos las figuras tal que cada lado quedara con el mismo peso dependiendo de la figura...

proceso que | alavez que las figuras varian, unas se nos hicieron mas faciles tales como el cuadrado y el circulo y otras
realizaron para mas complicadas como el poligono irregular y el paralelogramo.

mantener las
figuras sobre el
tornille.




En la tabla 9 los estudiantes explicitaron que en el momento de equilibrar las figuras,
estas se podian clasificar en faciles (cuadrado/circulo) y mas complicadas (poligono
irregular/paralelogramo) aqui surgieron los primeros analisis de los estudiantes producto
de la posibilidad de realizar la experimentacion. Recordemos que para Arquimedes era
maés facil hacer pruebas por “via mecanica” para obtener una idea de la cuestion (Heiberg,
1909), para posteriormente acudir a formas geometricas de demostracion. Esta manera de
encontrar implicitamente el centro de gravedad de las figuras entregadas, no correspondio
con una forma particular de los elementos propuestos por Arquimedes, pero si con lo que

se denomind heuristica propia ensayo y error.

Se observd que las acciones de los estudiantes estuvieron relacionadas con la estrategia
17, donde para hallar el centro de gravedad, clasificaron las figuras dependiendo de la
formay la dificultad o facilidad para distribuir el peso, y mantenerla en equilibrio.

Complementando la estrategia 1, al responder la pregunta ;cdmo explican que cada

figura pueda mantenerse en equilibrio sobre el tornillo?:

Tabla 10. Registro del estudiante. Actividad N°1, pregunta 2.

Pues manteniéndola en equilibrio poniendo en su mitad, pero encontrar la mitﬂi no siempre es facil hay

algunas figuras que la mitad no estd donde parece y ademas las figuras tienen partes mas pesadas y
2. ¢Cémo explican | partes mas ligeras lo que complica su equilibrio.
que cada figura
pueda mantenerse
en equilibrie sobre
el tornillo?

En la tabla 10 se evidencid que los estudiantes, equilibraron las figuras de tal manera
que cada parte en la que fue dividida quedara con el mismo peso dependiendo de la figura.
Al explicar porque las figuras se mantuvieron en equilibrio sobre el tornillo, dijeron que
habia figuras que tenian partes mas pesadas y partes mas ligeras lo que complicaba su
equilibrio. Esta estrategia puede asociarse con lo propuesto por Castro (2007),

especificamente con lo que he denominado H2. Implicitamente los estudiantes asumieron

" De aqui en adelante se resalta cada una de las cinco estrategias con el color asignado en el apartado 2.4.2,
con la intencion que sea mas claro para el lector identificar cuél o cuéles estrategias fueron puestas en juego
por los estudiantes.



que todas las figuras tenian centro de equilibrio, pero para encontrarlo en las figuras como
el circulo y el tridangulo equilatero, el centro de gravedad consistia en encontrar el centro
geométrico o segun el grupo “la mitad”. Esta forma de comparacion combind el postulado
1y H3, equilibrando visualmente pesos respecto al punto de apoyo, asociando cantidad

de volumen con el peso de dicha region.

En relacion con el centro de gravedad, los estudiantes identificaron que habia un Gnico
lugar donde fue posible equilibrar la figura; enfatizaron en que debia ser la mitad ya que
en otros lugares no quedaron equilibrados (aqui implicitamente se establecié una
comparacion de peso entre la misma magnitud de tal forma que el peso se distribuyd
uniformemente). En esta direccién se aplicd H3, recurriendo a la descomposicion de
figuras del mismo tipo como forma de comparacion, relacionando a su vez la asociacién
entre area y volumen en los que se tuvo en cuenta la concentracion de volumen a partir

de la determinacion del centro de gravedad.

Puntualmente la estrategia § presentada por los estudiantes, mostré un gréfico donde
fue posible reconocer acciones producto de la experimentacion y de lo que se viene

describiendo anteriormente:

Figura 7. Registro del estudiante. Representacion grafica centros de gravedad.
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Comenzareé de izquierda a derecha en la figura 7, relacionando lo que se observé en la
representacion hecha por el grupo de estudiantes con la forma particular de los elementos
de la heuristica de Arquimedes. La primera representacion correspondid a un circulo, al
cual se le ubico en el centro geométrico el lugar donde debia apoyarse para mantenerlo
en equilibrio, aunque no se representd su radio, este aparecid implicitamente como el
lugar que correspondia a la mitad; en palabras de Arquimedes lo propuesto por los

estudiantes se acerco mucho al lema 6. En la segunda y cuarta representacion aparecieron



dos paralelogramos, en el caso del cuadrado se determind el centro geométrico que
coincidio con el centro de gravedad, implicitamente en la gréafica se observo que la
construccion de las diagonales y su interseccion dividieron el paralelogramo en dos
triangulos que tenian igual cantidad de area. Esta forma de trabajo, presentada por los
estudiantes, se acercoO a la estrategia reportada en la proposicion 9 del libro Sobre el

equilibrio de los planos, al respecto el grupo propuso:

Figura 8. Registro del estudiante. Representacion grafica centros de gravedad cuadrado.

En la figura 8 graficamente se observaron dos procesos; el primero que destaco los
cuatro lados y el punto medio de este, el segundo en el que se construyeron los puntos
medios y se unieron con su opuesto, la interseccién permitié determinar el centro de
gravedad del cuadrado. Es importante destacar que la comparacion en la escuela a veces
no se da entre la misma magnitud perdiendo la posibilidad de comparar los atributos de
una figura o un sélido consigo misma. En el caso del paralelogramo se observo la
construccion de las diagonales y la interseccion de estas como el centro de gravedad de
la figura. Esta estrategia coincidid con la proposicion 10, que pasé de comparar
visualmente, a construir las diagonales y descomponer la figura en cuatro figuras
congruentes, distribuyendo el peso y la cantidad de area de manera uniforme.
Historicamente Arquimedes fue el primero en proveer tedricamente que el centro de
gravedad de un circulo era su centro y que el centro de gravedad de un paralelogramo era
la interseccidn de las diagonales, aungue los estudiantes no lo hayan enunciado de esta
forma, fue posible identificar que la accién de trazar llevd a pensar que a partir de la
experimentacién los estudiantes hayan llegado a resultados similares, sin conocer en

profundidad el trabajo de Arquimedes.



En la tercera representacion, se observo la intencion del estudiante de mostrar una
estrategia; en el caso del tridngulo para representar el centro de gravedad como la
interseccion de los puntos medios de dos de sus lados. Aqui se evidencio trazas del
postulado 10, que aunque correspondio al proceso para hallar el centro de gravedad de un
paralelogramo a partir de los puntos medios de sus lados, se extendié al caso de los lados

del triangulo, en cuya interseccion correspondio al centro de gravedad.

Las acciones presentadas hasta el momento, correspondieron en alguna medida con
los valores tedricos propuestos por Arquimedes para figuras de dos dimensiones,

recurriendo a elementos de la geometria Euclidiana para determinar el centro de gravedad.

En el caso del poligono irregular no se observd una estrategia clara en términos de
construir diagonales o puntos medios de cada lado, pero por el lugar donde se ubicé el

punto parecio que se estaba compensando el peso entre cada regién de la figura dada.

En el caso del poligono irregular buscaron extender el proceso de las diagonales,
trazando desde cada vértice al punto medio del lado opuesto, pero no obtuvieron los

resultados esperados, mantener la figura en equilibrio.

Actividad dos

Continuando con el enfoque experimental, en esta actividad se propuso el trabajo con
una balanza y clips como contrapesos para establecer condiciones de equilibrio. El
objetivo; aproximar a los estudiantes a algunos de los elementos de la heuristica a partir
de las hipotesis mecanicas. Se presentan estrategias mostradas por los estudiantes en el

desarrollo de la actividad:

Al pedir a los estudiantes que ubicaran un clip a 4cm del punto de apoyo del lado
izquierdo y otro clip a una distancia de 6cm del lado derecho, determinaron que entre mas
lejos del punto de apoyo, el objeto adquiria méas peso, acercandose a lo presentado por

Arquimedes en la proposicion 2. Esta forma de trabajo presentada por los estudiantes



coincidio con la estrategia fl, observando que implicitamente habia una relacion entre el

peso y la distancia de la balanza para determinar condiciones de equilibrio.

Tabla 11. Registro del estudiante. Actividad N°2, experimento 1.

b. ¢Qué  observan, | Que entre mas lejos del punto de apoyo el objeto adquiere mas peso.
como explican lo
que acaba de
ocurrir  en el
experimento?

En la tabla 11 se observé que en este caso a mayor longitud del punto de apoyo, mayor
peso esto mostré6 que habia reconocimiento de la distancia como elemento para
multiplicar el peso; es decir que implicitamente reconocieron que la combinacion entre
una longitud mayor, permite que se rompan las condiciones de equilibrio y la balanza se
incline hacia el lado donde esta la mayor distancia. Aunque se enuncié de manera
espontanea tuvo elementos puestos en juego por Arquimedes en esta teorizacion que sin

duda recorrio el camino llevado por los estudiantes a partir de la experimentacion.

Al indagar por las condiciones para mantener en equilibrio la balanza, los estudiantes

propusieron:

Tabla 12. Registro del estudiante. Actividad N°2, experimento 2.

d. ¢Qué deben tener | Que la cantidad de peso que cologue en un lado debe ser equivalente al colocado en el otro, ejemplo si
en cuenta para que | coloco dos puntillas al lado izquierdo una a Sem y otro a 2cm, en el lado derecho para que quede
el instrumento se | equilibrado se tendria que colocar una puntilla a 7em.

mantenga en
eauilibrio?

En la tabla 12 pudo observarse que el grupo present6 una forma de comparacion en la
que equilibro dos pesos en el lado izquierdo, con uno en el lado derecho, reconociendo
que el peso que se coloco en cada lado debia ser equivalente. Aqui se evidencié la
estrategia 5, donde establecieron que la cantidad de peso que se coloco a un lado debia
ser equivalente al colocado en el otro y lo evidenciaron a partir de una comparacion en la

balanza, donde equilibraron en el brazo izquierdo dos clips; uno a5 cmy otro a 2 cm con



un clip ubicado en el lado derecho a 7 cm. Esta forma de comparar magnitudes poco
usuales pero espontanea, logro capturar elementos de la ley de la palanca, explicitando en
cierta medida la relacion peso distancia, acercandose a la proposicion 8, en la que los

pesos fueron compensados por las distancias.

Al preguntar sobre qué pasaria si se quitara de cada lado un clip estando en equilibrio

la balanza, los estudiantes plantearon:

Tabla 13. Registro del estudiante. Actividad 1, experimento 2.

f. Finalmente retiren | Siguen quedando en equilibrio porque las proporciones no cambian porgue les quitamos un peso d
de cada lado de la | cada lado asi que es lo mismo que los tres clips solo que con dos.
balanza un clip y
observen lo que
pasa.

En la tabla 13 el grupo enunci6 que luego de realizar el experimento observaron que
era lo mismo que los tres clips solo que con dos; se identificaron formas de razonamiento
similares a lo teorizado en el postulado del postulado 2, donde reconocieron que al quitar

de cada lado el mismo peso las condiciones de equilibrio se mantendrian.

Finalmente en el tercer experimento, en el literal d se propuso que el grupo ubicara 2
clips a una distancia de 4 cmy 4 clips en el lado derecho a una distancia de 2 cm. De esta
forma lograron equilibrar la balanza, reconociendo que el peso se repartia con la distancia.
La intencion de esta parte de la actividad, buscaba que los estudiantes identificaran la
relacion peso distancia propuesta en el proposicion 8. Al proponerles que repitieran la
experiencia con 12 clips, 6 de cada lado, presentaron condiciones de equilibrio que iban
en la direccion del postulado 1 y no en el camino de la proposicion 8. Esto pudo

observarse en el trabajo del grupo:



Figura 9. Registro del estudiante. Representacion grafica de la balanza condiciones de

equilibrio.
-‘i‘-‘(‘%'fl A B e S S R ] (
oy oy

-l'l"- 40«.? \qu~:j’¢,'°¢w‘r¢Jo
é cm tade Acrt;c\no C

124

£ Ay s | :
‘.‘t\v‘pi 0 ').tnw. laJollﬂw‘Hé‘,
Zchies (A 24an :

lade atqerede
£ ¢\py Y

\ | s Ciom | l}'éw o
’ 0 w\‘rswr’o.‘, <L ey lﬁld( er(‘\o
)05‘ calara_ . o 1 _ ! ! i 1

En la figura 9 la comparacion de magnitudes propuesta por los estudiantes busco la
compensacion a lado y lado, partiendo de la relacion igual peso-igual longitud (postulado
1).

3.1.1.2 Desde las hipdtesis composicionales en términos de la comparacion de
magnitudes

Actividad tres

En esta actividad fue entregado un computador portéatil con el programa Geogebra y
una guia de trabajo. La intencion de la actividad consistia en determinar el centro de
gravedad de un segmento, un paralelogramo, un tridangulo y un circulo. Es importante
mencionar que el hecho de pasar de la experimentacion fisica en las actividades 1y 2, al
apoyo con Geogebra permitio que los estudiantes tuvieran elementos de referencia desde
los postulados, proposiciones, lema y elementos de la heuristica de Arquimedes en la
comparacién de magnitudes, porque determinar el centro de gravedad no se restringe
Gnicamente a encontrar un unico lugar donde equilibrar una figura, incluyé comparar

magnitudes y establecer condiciones de equilibrio a partir de la relacién distancia-peso.



Aunque la intencion de este trabajo de investigacion no fue entrar a evaluar la
incidencia del apoyo de Geogebra en la comparacién de magnitudes, se enfatiz en
observar las acciones y el uso de algunas herramientas que permitieron reconocer algunos

de los elementos similares a las teorizadas por Arquimedes.

Para el caso del segmento, hicieron uso de la herramienta punto medio y determinaron
que el punto negro correspondia al centro de gravedad porque estaba a la misma distancia
de los extremos, aunque no lo dijeron explicitamente nuevamente aparecié el postulado

1, esto se observo en la figura 11.

Figura 10. Representacion en Geogebra, segmento AB.
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Para el caso del paralelogramo construyeron las diagonales y determinaron el punto de

interseccion.

Figura 11. Representacidn en Geogebra, paralelogramo.

Area de JRM =11

Area de LRK =11
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En la figura 12 se observo como determinaron el centro de gravedad haciendo uso de
las herramientas de Geogebra, segmento, punto medio y punto de interseccién. Se
observé que combinaron las estrategias § y ll, implicitamente haciendo una distincién
entre cada una de las regiones que quedaban determinadas cuando trazaron las diagonales

y hallaron el punto de interseccion; esta forma presentada por los estudiantes



correspondié con el postulado 10 y en el momento en el que colorearon los triangulos,
coincidieron con H3, descomponiendo la figura en figuras del mismo tipo. Esta estrategia
fue complementada usando la herramienta para hallar el area, determinando cuatro
triangulos y concluyendo que “cada parte de la figura mide igual... el area es 117,
previamente determinaron el centro de gravedad dividiendo por la mitad y transfiriéndolo
a una hipotética balanza “imaginemos que el area pesa igual”. Esta relacién que

establecieron entre area y peso, puede explicarse retomando a Castro (2007).

Aqui nuevamente se presentd una forma de comparacion descrita en la actividad 1,
esta basicamente consistia en descomponer la figura en figuras del mismo tipo, haciendo
uso de elementos basicos de la Geometria como la construccion de diagonales, puntos
medios, puntos de interseccion, entre otros, para luego determinar el centro de gravedad
y posteriormente transferir implicitamente a una hipotética balanza; asi como lo hacia
Arquimedes determinando el area o el volumen de la figura o el sélido estudiado (Yuste
2009).

En el tridngulo, hicieron uso de las herramientas punto medio, segmento y punto de

interseccion:

Figura 12. Representacidn en Geogebra, triangulo.

En la figura 12 la estrategia usada correspondié con la nimero §, pero fue ampliada
por el apoyo de Geogebra, lo que quiso decir que ademas de dividir la figura como lo
hicieron en la actividad uno de manera fisica, aqui lo hicieron usando las herramientas
que proporcionaba el software. En resumen para el caso del triangulo determinaron los
puntos medios de dos de sus lados y los unieron con su correspondiente vértice. La



interseccion de los dos segmentos establecié el centro de gravedad de la figura,
determinando que el centro de gravedad de un triangulo era su centro geométrico, tal

como lo establecié H2.

Para el circulo construyeron dos diametros perpendiculares, dividiendo el circulo en

cuatro partes iguales, sefialando dos secciones A y B afirmando que eran iguales.

Figura 13. Registro del estudiante. Centro de gravedad circulo.
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En la figura 13 aunque los estudiantes no lo enunciaron, graficamente se observo que
determinaron el centro del circulo, coincidiendo con lo planteado en lema 6 y H2, donde
el centro de gravedad era también el punto que era el centro del circulo. Aqui aparecio de
nuevo la idea de pesar lo mismo, la relacion area-peso, desde lo planteado en H1, el peso
de cada figura es igual a su magnitud geométrica; por ejemplo, el peso de una linea es su

longitud, el peso de una superficie es su area, etc.



3.1.1.3 Desde la combinacién de hipdtesis mecénicas y composicionales en términos
de la comparacion de magnitudes

Actividad cuatro

Esta actividad buscaba trabajar la proposicion nimero 8, partiendo de una construccion
en Geogebra; la intencidn de experimentar de manera virtual con la ley de la palanca a
partir del uso de las herramientas del software, especificamente para calcular longitud y
area, permitio completar la tabla:

Figura 14. Registro del estudiante. Relacion longitudes areas.

En la figura 14 los estudiantes completaron la tabla a medida que hicieron uso de la
construccion de Geogebra, iban moviendo el punto F, modificando los valores para los
segmentos PQ y QR, las areas ADGF y FCEG.

Figura 15. Representacion Geogebra, proposicién 8.

A
Area de ADGF =6 Area de FCEG = 18
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Al preguntar a los estudiantes por lo que observaron en la figura 15, establecieron que
se necesitaban dos pesos iguales para que se equilibraran, postulado 1. Esta manera de
trabajar en la actividad mostrd elementos que permitieron relacionar las acciones de los
estudiantes con la estrategia 5, donde al parecer la Unica condicion para mantener el
equilibrio consistia en tener pesos iguales. Como manera de verificacion explicaron, si se

movia el punto F, tanto las areas como las longitudes tendrian los mismos valores.

A manera de reflexion es importante destacar que los estudiantes llevaron mas a
completar la tabla, que en mostrar las estrategias para comparar areas y longitudes.
Postulado 1.

Actividad cinco

Esta guia de trabajo tenia como objetivo, simular en el software Geogebra una balanza
para verificar algunas proposiciones del equilibrio de los planos. La construccion tenia
tres puntos que podian animarse; al mover los puntos U y T se alargaban los segmentos
que sostenian a los paralelogramos en su centro de gravedad, al mover el punto D,
cambiaban de tamafio los paralelogramos y la longitud de los brazos de la balanza. Las
primeras acciones de los estudiantes correspondieron a mover dichos puntos para explorar

la construccion y asi poder dar respuesta a las preguntas planteadas en la actividad.

Al indagar por lo que ocurria a medida que movia el punto D, ¢;como explica que la

balanza siempre se encuentre en equilibrio?, el grupo respondio:

Tabla 14. Registro del estudiante. Actividad N° 2, pregunta 4.

4. A medida que | Es porque el cuadrado mas pequefio estd mas lejos del punto de gravedad y el mas grande estd mas

mueve el punto cerca del punto por lo tanto el cuadrado que esta mas cerca tiene menos peso que el que esta mas lejos.
D, cémo explica
que la balanza
siempre se
encuentre  en

equilibrio.




En la tabla 14, fue posible verificar que se enunci6 en palabras de los estudiantes el
principio de la ley de la palanca, coincidiendo con la estrategia 5, donde el grupo explico
la relacion “area del cuadrado-peso del cuadrado- distancia del punto de apoyo”, a su vez
se acercaron con lo teorizado por Arquimedes en la proposicion 3 y H1. Aqui es
importante reconocer que la experimentacion hecha por el grupo en las actividades uno y
dos, proporcionaron elementos a los estudiantes para enunciar de manera similar como lo
hizo Arquimedes, en la teorizacion presentada en el libro “Sobre el equilibrio de los
planos I”. La estrategia 5, se relaciond con H1 cuando los estudiantes asociaron el peso
del cuadrado con su magnitud geométrica que era el area, con H2 en el momento en que
tuvieron en cuenta el centro de gravedad de los paralelogramos, y con H4 cuando al
establecer condiciones de equilibrio fue posible determinar magnitudes, que para el caso

del grupo era mas claro cuando el peso y la distancia eran iguales.
Al profundizar por la condicion o condiciones respecto a las longitudes de los brazos
y sus correspondientes areas para mantener las condiciones de equilibrio reconocieron

que:

Tabla 15. Registro del estudiante. Actividad N° 2, pregunta 8.

B. #Cudl es la condicidn | Condicién de cumplir que la suma de las dos [O5) y (SN) deben sumar &,
o las condiciones para
que la longitud del
brazo de la balanza
con su
correspondiente drea
se mﬂnfe.ngun en
equilibrie con el otro
brazo ¥ su
correspondiente
drea?.

Que la longitud correspondiente al punto de apoyo de los dos lados tiens que ser igual a la longitud
completa del brazo de la balanza.

En la tabla 15 se evidenci6 el hallazgo hecho por los estudiantes respecto a que las
longitudes de los brazos eran constantes, debian sumar siempre 6, al parecer obedecié a
que hubo un reconocimiento mas notorio de las longitudes que de las areas; es decir que
la suma de las longitudes de los segmentos QS y SN se compensaba a medida que se
movia el punto D de la construccién, pero lo mismo no ocurrié con las areas, no notaron
que la suma de las areas debia ser igual a 24. Fue confuso observar que hubo acciones del

grupo que explicitaron la relacion area-peso-longitud; a mayor area mayor peso, la



relacion con la longitud de los brazos “relacion mayor distancia-menor peso, menor
distancia-mayor peso”, pero en el caso de la actividad no profundizaron en la
compensacion de las areas y mucho menos en areas-longitudes. Esta apreciacion se
reporta a partir de mover el punto D. En un caso particular determinaron que el cuadrado
mas pequefio estaba mas lejos del punto de apoyo y el mas grande estaba mas cerca del
punto, por lo tanto el &rea del objeto que estaba mas lejos tenia menor peso en relacién

con el area del objeto que estaba més cerca.

Actividad seis

La actividad buscaba trabajar la proposicién numero dos del libro del Método de
Arquimedes, en la parte inicial desde la comparacién de areas. En relacion con la pregunta
¢Qué observa luego de realizar la construccion?, si compara el cuadrado AQ con el
rectangulo de lados AC y AS, qué puede decir, si mueve el punto N de la construccion

qué ocurre?

Figura 16. Registro del estudiante. Actividad N° 7, pregunta a.
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En la figura 16, el grupo de estudiantes realizé una construccion auxiliar en la que a
partir de la longitud AQ, construyeron un cuadrado, y con las longitudes AC y AS un
rectdngulo que cambiaba a medida que el punto N se animaba. A partir de lo anterior se
observo que la comparacion de magnitudes estaba dada en términos de la compensacion
de tamafos, mientras uno aumentaba el otro disminuia, pero las areas permanecian
iguales. Esta forma de accion presentada puede corresponder con lo planteado por
Arguimedes en la proposicién 8, donde la comparacion de magnitudes tiene en cuenta la
compensacion de las areas a partir de la distancia respecto del punto de apoyo y el centro
de gravedad. Para ampliar lo propuesto por el grupo en la pregunta anterior fue necesario
presentar lo respondido en la pregunta b, donde se indagd por la relacién que pudo

establecerse entre el cuadrado AQ, y los cuadrados QS y SP.



Figura 17. Registro del estudiante. Actividad N° 7, pregunta b.
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En la figura 17 se observd que lo propuesto por el grupo siguié la direccion ya
planteada respecto al reconocimiento de la compensacion de las areas a pesar de tener
diferente forma, aunque se evidencié que no se explicito el uso de la balanza, si se estaba
haciendo uso de esta en el momento en el que el punto N fue animado y el cuadrado y el
rectangulo se volvieron dependientes. Esta forma de abordar la actividad se enmarca en
la estrategia I, en la que la comparacion se da por compensacién “intercambio de

tamanos” pero las areas permanecen iguales.

Figura 18. Registro del estudiante. Actividad N° 7, pregunta c.




En general en la figura 18 se observo que la comparacién estuvo dada en relacion con
la compensacion, a medida que la longitud de uno de sus lados cambiaba, aumentaba o
disminuia el lado de la otra figura, reconocieron que a pesar de este cambio las figuras se

volvian desiguales es decir no tenian la misma forma, pero si la misma area.

Implicitamente, la forma en la que compararon magnitudes los estudiantes se acercé
bastante a la teorizacion que hizo Arquimedes. Entre los elementos mas representativos
de la heuristica de Arquimedes que fueron puestos en juego por los estudiantes, se destaco
contrapesar las figuras a partir de colocarlas de manera que tuvieran como didmetro o eje
comun la misma linea recta que actuaba como los brazos de la balanza. Las figuras son
seccionadas por planos, generalmente perpendiculares a dicho eje, creando infinitas
rebanadas de forma que los centros de gravedad estuvieran sobre el eje comun (hipétesis

composicionales).

3.1.2 Grupo dos

Tabla 16. Resumen por actividad, estrategias y forma particular de la heuristica de

Arguimedes.
NUMERO ANALISIS INICIALES (Grupo FORMA PARTICULAR HEURISTICA
DE LA ESTRATEGIAS 2) DE ARQUIMEDES
ACTIVIDAD

1 1l 1 Proposicién 9, Proposicion 10
i HO y H3, [N I

2 is i Proposicion 2
5.

Proposicion 1, . Proposicién 3.
Postulado 6, i, Heuristica propia tres formas

de comparar.

3 L] 1) M

4 i i Proposicion 8

1 ||
5 5 5 Proposicién 3. Proposicién8
6 8 | No hay una estrategia que se aproxime a la

propuesta por Arquimedes en la comparacion
de magnitudes.

En la tabla 16 se observé de manera general, que el grupo de estudiantes paso en las
seis actividades por cuatro de las cinco estrategias, pero fue en la parte de las hipétesis
mecanicas donde transitaron solo por tres de ellas. En las actividades restantes apoyadas
en Geogebra, fue posible observar el paso por las estrategias 1, 3, 4 y 5. No fue posible
observar la estrategia nimero dos, que corresponde las hipdtesis composicionales, se



descomponia la figura en otras conocidas para determinar el centro de gravedad y la
comparacion de pesos. En relacion con la forma particular de los elementos de la
heuristica de Arquimedes, se destacaron las proposiciones 1, 2 y 3 que mostraban la
relacion de pesos iguales a distancias iguales, pesos y distancias desiguales que se
mantuvieron en equilibrio, y las proposiciones 9 y 10, como estrategias para determinar

el centro de gravedad de un paralelogramo.

3.1.2.1 Desde las hipotesis mecanicas en términos de la comparacién de magnitudes

Actividad uno

Contextualizando la actividad numero uno, donde se propuso equilibrar figuras

elaboradas en carton sobre un tornillo, surgieron las primeras formas de comparacién

Tabla 17. Registro estudiante. Actividad N°1, pregunta 1.

PREGUNTA/ ACTIVIDAD N21 RESPUESTAS
1. Describan el proceso que | Tratar de que todos los lados de cada figura iguales, es decir hallar el centro de cada figura y
realizaron para mantener las ponerla sobre el tornillo asi toda quedara equilibrada. La gravedad o al tener el mismo peso a
figuras sobre el tornillo. cada lado haga que se estabilice y no se vaya hacia algin lado.

En la tabla 17 los estudiantes pusieron en juego la estrategia 1 donde marcaban la
mitad para determinar el centro de gravedad, asi al colocarla sobre el tornillo toda quedaba
equilibrada. Desde la forma particular de la heuristica de Arquimedes, la accion llamada
marcar la mitad podia corresponder con la proposicion 9, donde determinar el punto
medio era la estrategia para hallar el centro de gravedad. El equilibrio estuvo presente en
esta estrategia y dependi6 directamente de la distribucion que se hacia del peso respecto
del punto de apoyo; implicitamente se observd que el peso se asocio con la cantidad de
area, porque encontrar la mitad era visualizar que a lado y lado la figura estuviera ubicada
simétricamente para que no se inclinara para ningun lado. Esta idea de la mitad, fue
profundizada cuando respondieron la pregunta respecto a cémo utilizando algunos
materiales como regla, la cuerda etc. podrian utilizarlos para determinar el centro de

gravedad.



Figura 19. Registro estudiante. Centro de gravedad del circulo.
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Para el caso del circulo, tal como se observd en la figura 19, tomaron como instrumento
la regla y buscaron determinar la mitad. Probaron el hallazgo experimentando con el
tornillo, afirmando que el circulo quedaba con la misma cantidad de peso a los lados,
manteniéndose estable. Aunque a simple vista no se vio, fueron los radios los que
determinaron el centro de gravedad (lema 6), fue posible reconocer que todas las figuras
tenian peso, es decir lo planteado en HO, de igual manera que el circulo podia

descomponerse en infinitas figuras del mismo tipo y de orden inferior (H3).

La forma en la que equilibraron las figuras determino el centro de gravedad o punto
de equilibrio; para lograrlo midieron la figura, fundamentaron esto diciendo que habria el
mismo peso en cada parte de la figura y asi podria sostenerse sobre el tornillo

manteniéndose en equilibrio “Comparacion de pesos en relacion con la misma figura”.

Esta forma de equilibrar sigui6 lo planteado en la estrategia | y fue complementada
por H4, reconociendo que todas las figuras tenian peso y que haciendo uso de una balanza

era posible equilibrar figuras y determinar magnitudes.

Actividad dos

Continuando con el enfoque experimental, en esta actividad se propuso el trabajo con
una balanza y clips como contrapesos para establecer condiciones de equilibrio. El
objetivo aproximar a los estudiantes por el camino de los postulados de Arquimedes
propuesto en el libro Sobre el equilibrio de los planos I. A continuacion se presentan las
estrategias mostradas por los estudiantes en el desarrollo de la actividad. Cuando se

pregunto por lo que observaban en el experimento uno:



Tabla 18. Registro estudiante. Actividad N°2, pregunta b.

b. ¢Qué observan, como explican | En la balanza colocando los clips uno de ellos a cm y otro a los cm el izquierdo obtiene méas
lo que acaba de ocurrir en el | peso que el derecho. En el vemos que acaba de ocurrir que los dos no tienen el mismo nivel,
experimento? uno esta mas arriba gue el otro, el derecho menos peso y el izquierdo mas peso.

Lo propuesto por el grupo, registrado en la tabla 18, aunque enunciado en otras
palabras, se relaciono con la proposicion 2 del trabajo de Arquimedes la experimentacion
permitié determinar que la balanza se inclinaria hacia el lado derecho, porque al parecer
entre mayor distancia al punto de apoyo el clip pesaba mas. Los estudiantes utilizaron la
expresion “el mismo nivel”; a pesar de tener dos clips con el mismo peso, pareciera que
la distancia aumentara el peso del clip. Se observo que estaban estableciendo una relacion
que aumentaba o multiplica el peso del clip dependiendo de la distancia, esto es lo que

establece la estrategia fl, pero no se enuncié en la produccién escrita.

En el experimento dos de la actividad, se propusieron diferentes situaciones en las que
a partir de la experimentacion, determinaron si se mantenia o no en equilibrio la balanza.
Producto de ensayar, probar con la balanza y los clips, se evidenciaron en las
producciones de los estudiantes nexos algunos de los elementos de la heuristica de
Arquimedes:

Tabla 19. Registro estudiante. Actividad N°2, pregunta d.

d. ¢Qué deben tener em cuenta | Debemos tener en la balanza la misma cantidad de clips para que quede en un mismao nivel y
para que el instrumento se | no puede estar mis alto de un lado y del otro. Observames que asi colocando los elips a la
mantenga en equilibrio? misma distancla se mantienen nivelados)

En la tabla 19 las condiciones de equilibrio pusieron en juego la proposicion 1, 2 'y
3 donde se destacaron tres elementos fundamentales de la ley de la palanca inmersos en
la estrategia 5. El primero de ellos fue el reconocimiento de una relacion directa entre
pesos Yy distancias iguales, el segundo, a partir de mantener pesos iguales y distancias
desiguales, la balanza se inclind hacia el lado del peso ubicado a mayor distancia vy,
finalmente, pesos desiguales con distancias desiguales se mantuvo en equilibrio con el

peso mayor a una distancia menor.



Cuando abordaron el experimento 3, la situacion propuesta rompia con lo que se venia
trabajando (pesos iguales a distancias iguales), asi que siguieron las indicaciones y
ubicaron 2 clips en la parte izquierda a 6¢cm respecto del punto de apoyo y tres clips en la
parte derecha a 4cm, al preguntar por lo que sucedia respondieron que los clips “tenian
nivel” y se mantenian equilibrados. Aparentemente aqui el grupo, observd que las
condiciones de equilibrio se mantuvieron a pesar de tener diferente cantidad de clips a
lado y lado a diferentes longitudes. Partiendo de ilustrar al grupo con este ejemplo, se
pidi6 que propusieran tres situaciones de equilibrio utilizando 12 clips, sin hacer el
experimento las dibujaran, sefialando donde ubicaron los clips para mantener la balanza

en equilibrio.

Situacion nimero 1:

Figura 20. Registro estudiante. Actividad N°2, situacion 1.

En la figura 20 optaron por ubicar 6 clips en el lado izquierdo de la balanza y 6 clips
en el lado derecho de manera simétrica, a diferentes distancias. Esta forma de
comparacién iba en la direccion de lo propuesto por Arquimedes en el postulado 1y la
proposicién 1; se observé de manera simultdnea como la comparacion de magnitudes se
dio de manera conjunta, es decir que los 6 clips de la izquierda se compensaron con los
seis clips de la derecha. Implicitamente aqui tuvieron en cuenta la relacién peso-longitud,
pero la diferencia con otras formas de comparacién presentadas por el grupo radicé en el
hecho de hacerlo de manera simultanea siguiendo la distribuciéon de los pesos y las

distancias de manera simétrica-horizontal.



Situacion nimero 2:

Ubicaron a lado y lado seis clips pero a una distancia de tres centimetros del punto de
apoyo. Hay que destacar que hicieron con los seis clips una cadena que colgaba de manera
vertical. Dentro de la experimentacion se observé que lograron equilibrar de una manera

distinta “quedando a nivel”.

Figura 21. Registro estudiante. Actividad N°2, situacion 2.

En la figura 21 la forma de comparacion propuesta pudo relacionarse con el postulado
2; cada clip fue afiadido de manera simétrica-vertical, manteniendo la balanza en

equilibrio.

Situacion nimero 3:

Descompusieron los 6 clips en una cadena de cinco y dejaron uno suelto, lo mismo
hicieron con los clips de la parte derecha y los ubicaron a lado y lado de la balanza; la
cadena de clips a una distancia de tres centimetros del punto de apoyo y el clip solo a una

distancia de un centimetro del punto de apoyo, asi lo mantuvieron en equilibrio.



Figura 22. Registro estudiante. Actividad N°2, situacion 3.

En la figura 22 se observé que esta forma de comparar combing la situacion 1y 2,
simetria-horizontal y simetria-vertical el peso de los clips fue distribuido en dos puntos
de la balanza, reconociendo que la condicion para mantener en equilibrio dependio de la
relacién peso-longitud pero ademas de la distribucién del peso de manera uniforme.

Estas tres situaciones evidenciaron que la comparacion no trascendié mas alla de lo
planteado en el postulado 1 y la proposicion 1; a pesar de proponer una situacion de
equilibrio donde no siempre los clips estaban ubicados de manera simétrica, el sistema se
mantenia en equilibrio. De las tres situaciones resalto que la comparacion de magnitudes
se dio bajo una heuristica propia que estuvo pensada creativamente bajo la
experimentacion, y que aparecio de manera espontanea.



3.1.2.2 Desde las hipotesis composicionales en términos de la comparacién de
magnitudes

Actividad tres

En esta actividad con el apoyo de Geogebra, el grupo de estudiantes propuso para cada
caso las acciones que los llevaron a equilibrar cada objeto. Dentro de las estrategias
combinaron la l yl para determinar el centro de gravedad de las figuras y plantearon

para el caso del segmento (segmento AB de 2 unidades de longitud):

El proceso que realizaron fue hallar el punto medio o centro; utilizando la herramienta
punto medio o centro sacaron la mitad exacta del segmento AB. Ya que en el gjercicio
numero 1 se dieron cuenta que el centro de gravedad era en la mitad de la figura ya que

el peso queda balanceado.

El procedimiento que realizaron los estudiantes para determinar el punto medio del
segmento AB, consistié en utilizar la herramienta punto medio; este resultado fue
obtenido segun los estudiantes a partir de la experiencia de otras actividades. Enunciaron
que se dieron cuenta que el “centro de gravedad” era en la mitad de la figura ya que el
peso quedo balanceado: Esta forma de proceder pudo hilarse con lo propuesto en H1; aqui
se enuncid que el peso de cada figura era igual a su magnitud geométrica; por ejemplo, el

peso de una linea es su longitud, el peso de una superficie es su area, etc.

Para el caso de los triangulos, el proceso que realizaron para hallar el centro de
gravedad fue con la herramienta punto medio o centro, con la cual sacaron la mitad de
cada lado del triangulo isdsceles y sacando la mitad de la mitad para que el peso quedara
balanceado.

El proceso que utilizaron para hallar el centro de gravedad del triangulo equilatero, fue

el mismo que se utilizé con el triangulo isosceles.

En los dos casos fue posible identificar que hicieron uso de HO, H2 y H4 fue posible

afirmar esto porque reconocieron que las figuras tenian peso, pero ademas que para



equilibrar los triangulos fue necesario determinar su centro de gravedad. Este lo

construyeron a partir de determinar el punto medio de cada lado y unirlo con su vértice.

Hasta este punto el grupo mostro que una de las estrategias a la que recurrieron con
regularidad en la comparacién de magnitudes, fue la compensacién recurriendo a la

simetria del triangulo, para distribuir el peso de cada una de las figuras.

Para el caso del rectangulo y el romboide:

Rectangulo: el proceso que utilizaron para hallar el centro de gravedad fue con la
herramienta punto de centro o medio, con esta sacamos la mitad de cada uno de sus lados

y también sus diagonales.

Romboide: El proceso que utilizaron para hallar el centro de gravedad fue con la
herramienta punto de centro o punto medio realizamos el mismo procedimiento que con

el rectangulo.

Reconocieron que la herramienta punto medio, les sirvid para determinar el centro de
gravedad. Este fue quizas el camino que pudo haber recorrido Arquimedes para su
teorizacion condensandolo en las proposiciones 9 y 10. Evidencia de ello fue que para las
dos figuras el punto medio unido con su correspondiente punto medio del lado opuesto,
determind dos segmentos que al intersectarse permitieron encontrar el centro de gravedad,
de manera analoga al construir las diagonales la interseccion de estas fijé el centro de
gravedad.

Finalmente al indagar sobre la relacion de la primera con la cuarta actividad, el grupo
dijo que se estaban equilibrando pesos, pero luego de cuestionar un poco se llegd a que
lo que estaban equilibrando eran areas, profundizando un poco sobre como probar que se
mantuvieron en equilibrio, construyeron las areas con la herramienta poligono y
calcularon las areas de los cuatro triangulos. Al indagar por resultados donde dos
triangulos con diferente forma tuvieran la misma cantidad de area, reconocieron que €so

a simple vista no era posible determinarlo y que nunca lo esperaban. A manera de



conclusion y simulando poner el centro de gravedad del paralelogramo en el tornillo,
concluyeron que lo que se estaba equilibrando eran los pesos (Iéase areas para que se
mantuviera en equilibrio) H4.

3.1.2.3 Desde la combinacion de hipotesis mecanicas y composicionales en términos
de la comparacion de magnitudes

Actividad cuatro

Luego que los estudiantes hicieron uso de la construccién entregada en Geogebra y
animaron el punto F, las areas de ADGF y FCEG, junto con las longitudes PQ y QR

cambiaron.

Figura 23. Representacion en Geogebra, proposicion 8.
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En la figura 23 los cambios en las longitudes y las areas fueron registrados por los

estudiantes en la tabla.

Figura 24. Registro estudiante, longitudes y areas.




En la figura 24 luego de completar la tabla e indagar por la relacion que se observé
entre la longitud PQ y el area ADGF, observaron “el mismo resultado”. En la
comparacion dada por los estudiantes aunque se reconocié qué se dieron resultados
iguales al dividir las longitudes y las areas, no se explicité o reconocié que fue lo que se
estaba haciendo o comprendiendo desde la heuristica de Arquimedes. Se esperaba que
relacionaran muchos de los elementos puestos en juego en las actividades anteriores tales
como condiciones de equilibrio en la balanza con brazos iguales o desiguales. La idea de
pesar geométricamente figuras etc, encontrando acciones que llevaran a encontrar alguna
relacion con la proposicién 8, donde de forma general se espera encontrar relacion entre

pesos-areas, longitudes y centro de gravedad para mantener el equilibrio de las figuras.

Actividad cinco

De manera analoga en la actividad 5, al mover el punto D, las longitudes de los brazos

de la balanza y las areas iban cambiando.

Figura 25. Representacion en Geogebra, proposicion 8.
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En la figura 25 a medida que animaban el punto D, observaban que solo se movia de
un lado a otro, manteniendo iguales las relaciones de la construccion. A partir de la
observacion los estudiantes presentaron cinco consideraciones, que se relacionaron

directamente con la estrategia 5, la proposicion 3y 8:



La balanza se mantiene en equilibrio por la distancia de los objetos.
Que todos sus lados se mantienen con el mismo peso.
Que ambos tienen el mismo peso y se mantiene en equilibrio la balanza.

Que las areas se desigualan y la distancia de QS es menor a la de SR.

o M w0 Do

La distancia hace que se mantenga en equilibrio la balanza.

En general lo que aqui se observo fue que los estudiantes explicitaron condiciones de
equilibrio que dependieron o del peso o de la longitud, pero no las conjugaron de manera
simultanea en la comparacion de magnitudes o por lo menos de manera escrita. Se
esperaba que en este punto de la secuencia de actividades, muchas de las acciones y
analisis presentados por el grupo no dejaran de lado las relaciones que ya habian
explicitado en otras actividades, como por ejemplo la dependencia entre pesos iguales-
distancias iguales o pesos desiguales-distancias desiguales. Sin embargo los hallazgos
presentados vislumbraron un camino hacia la comparacion de magnitudes, donde fue
posible que los estudiantes explicitaran a partir de la interaccion con experiencias de tipo
fisico y virtual, que nutrieran y le brindaran elementos que de otra manera quizas, no

hubieran transitado.

Actividad seis

En esta actividad se observo a partir de la produccion de los estudiantes, que calcularon
y establecieron relaciones entre las figuras comparando el area del cuadrado con el area
del rectangulo, en este sentido se acercaron a la estrategia §, ampliada hacia el uso de las

herramientas del software.

Figura 26. Registro estudiante, actividad N°6 pregunta 1.
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En la figura 26 realizaron la construccion y haciendo uso de las herramientas del
software, calcularon las areas determinando que el area de los rectangulos (AC AS) (MS
SP) era igual al area del cuadrado (AQ), logrando establecer una diferencia en relacién

con la ubicacidn espacial del rectangulo, manteniendo la misma area.

3.1.3 Grupo tres

Tabla 20. Resumen por actividad, estrategias y forma particular de la heuristica de

Arquimedes.
NUMERO ANALISIS INICIALES (Grupo FORMA PARTICUL’AR HEURISTICA DE
DE LA ESTRATEGIAS 3) ARQUIMEDES
ACTIVIDAD
1 128 18 Heuristica propia, Postulado 4
2. H3
| | Lema 6,
2 ] 5. Postulado 1, Postulado 2, Postulado 3,
3 2,3 2. Lema 6, Postulado 5, H3
4 5 5. Proposicion 8
5 No se observa
6 8 8

En la tabla 20 se observé de manera general que el grupo de estudiantes paso en las
seis actividades por cuatro de las cinco estrategias; en la parte de las hipétesis mecanicas
transitaron por las estrategias 1, 2, 3 y 5. En las actividades restantes apoyadas en
Geogebra, fue posible observar el paso por las estrategias 2, 3 y 5. En relacion con la
forma particular de los elementos de la heuristica de Arquimedes se destacaron las
proposiciones 1 y 3 que mostraron condiciones de equilibrio para pesos y distancias
iguales, para pesos y distancias desiguales y las proposiciones 9 y 10, para determinar el

centro de gravedad de un paralelogramo, partiendo de la interseccion de las diagonales.
3.1.3.1 Desde las hipdtesis mecanicas en términos de la comparacion de magnitudes
Actividad uno

Cuando se pidi6é a los estudiantes que describieran el proceso que realizaron para

mantener las figuras sobre el tornillo.



Tabla 21. Registro estudiante, actividad 1, pregunta 1.

PREGUNTA/ ACTIVIDAD RESPUESTAS
N2l
1. Describan el | Calcular aproximadamente la mitad y ponerlo sobre el tornillo, buscando el equilibrio entre la figura y el tornillo.
proceso que | a-circulo
realizaron  para | b-cuadrado
mantener las | c-paralelogramo
figuras sobre el | 8-triangulo
tornillo. e-poligano irregular

En la tabla 21 se observo que siguiendo la estrategia 1 por ensayo y error buscaban
ubicar la mitad aproximadamente y poner las figuras sobre el tornillo. Los estudiantes
ordenaron usando el criterio facil y dificil en relacion a la manera como pudieron
determinar el centro de gravedad de manera experimental; aqui se observé una heuristica
propia sujeta a calcular aproximadamente la mitad, que visualmente era mas facil hallarla
en el cuadrado, circulo y paralelogramo.

Aunque los estudiantes en sus producciones escritas no explicaron el proceso
particular para equilibrar cada una de las figuras, si lo mostraron graficamente:

Figura 27. Registro estudiante, actividad uno centros de gravedad.

En la figura 27, para el caso del cuadrado y el paralelogramo, se observé la
construccion de las diagonales y la interseccion de estas para hallar el centro de gravedad,
acorde con la estrategia 2 y tal como Arquimedes lo planteé en el postulado 10.



Una explicacion dada para buscar el centro de gravedad segun los estudiantes fue:

Tabla 22. Registro estudiante, actividad 1, pregunta 2.

2. <Como explican | Calculande la mitad 2l peso se divide en partes iguales y cada peso deberia ir en cada lado para gue mantenga el equilibrie.
que cada figura | Sacando mitad de cada uno y poniendo en el tornillo, midiende con la regla para sacar la mitad o punto de eguilibrio de
pueda mantenerse | cada figura. Ensayo y error marcando el punto de equilibrio.
en equilibrio sobre
el tornillo?

En la tabla 22 el grupo denomind a la estrategia “ensayo y error”, sujeta a la accion
de determinar la mitad midiendo con la regla, para dividir en partes iguales y luego
probarlo sobre el tornillo. Estas acciones hicieron que se perdiera el caracter de ensayo y
error que fue asignado por los estudiantes cuando lograron construir las diagonales y su
interseccion, porque utilizaron elementos de la heuristica de Arquimedes, expuestos en la

teorizacion que hizo en el libro “Sobre el equilibrio de los planos I”.

Algo que sorprendid en el proceso de experimentacion y que hasta el momento no
habia sido presentado por los dos grupos anteriores, fue una aproximacion al postulado 4
y 5. Sin pedir que encontraran el centro de gravedad de las cinco figuras, las ubicaron
sobre el tornillo haciendo que coincidieran sus centros de gravedad manteniendo el
equilibrio. Para el caso del circulo, se observo que fueron construidos los didmetros y la
interseccion de estos determind el centro de gravedad, lema 6. En el caso del poligono
irregular, como hipdtesis plantearon que encontrando el punto medio de dos lados, la
interseccién permitiria hallar el lugar donde debia apoyarse para que se equilibrara, al
realizar la experimentacion concluyeron que de esta forma no era posible hallarlo. Es
importante destacar que de otro modo que no fuera la experimentacion fisica, el grupo no
pudo haber comprobado que la generalizacion de hallar la mitad, no siempre era valida

para encontrar en centro de gravedad y a su vez comparar magnitudes.

Como se pudo observar, el grupo partié de encontrar la mitad por ensayo y error,
coincidiendo con lo planteado en la estrategia 2, a su vez fue ampliada comparando las
partes entre si para determinar que eran iguales. Las acciones a las que recurrieron los

estudiantes consistieron en calcular visualmente la mitad del peso, dividiendo en partes



iguales la figura (iguales en forma y peso); cada peso debia ir en cada lado para que se

mantuviera el equilibrio H3.

En general la comparacion de magnitudes por parte de los estudiantes estuvo dada para
esta actividad, en la estrategia l mencionando que para determinar el centro de gravedad

de las figuras entregadas se:

e Usaron puntos medios, punto de interseccion y diagonales, graficamente elaboran
las representaciones.

e Saco la mitad de cada figura y la pusieron sobre el tornillo.

e Midieron con la regla para sacar la mitad o punto de equilibrio de cada figura.

e En el caso del circulo los estudiantes establecieron que eran los radios los que

determinaban el lugar para mantener en equilibrio la figura.

Actividad dos

Se presentan estrategias mostradas por los estudiantes en el desarrollo de la actividad,
en cada uno de los tres experimentos. Cuando se pregunt6 por lo que observaban en el

experimento uno:

Tabla 23. Registro estudiante, actividad 2, pregunta b.

b. cQué observan, | Al poner el primer clip se fue al lado ubicado y al poner €l otro de 6cm del largo al lado derecho le gano al de 4cm y quedd
como  explican lo | abajo el de & cm vy arriba el de 4cm
que acaba de
ocurrir  en el
experimenta?

En la tabla 23 se exhibe que los estudiantes enunciaron de manera similar lo propuesto
por Arquimedes en el postulado 2, reconociendo que pesos iguales a distancias desiguales
no se equilibraban; la balanza se inclind hacia el lado del clip que estaba a mayor distancia

del punto de apoyo.




Al indagar por lo que ocurri6 si ubicaran los clips en otros lugares, propusieron la

siguiente situacion.

Tabla 24. Registro estudiante, actividad 1, pregunta c.

\ \
c. ¢Qué pasard si | Pusimos en el lado izguierdo 7cm del punto de inicio y del derecho une en 2cm y uno &n 5cm y se nivelaron.
ubican las clips en
otros  lugares?
den un ejemplo de
donde los
ubicaron?,

En la tabla 24 se evidencié que esta forma de accionar correspondid con la estrategia
5, recurriendo a la experimentacién como el camino para equilibrar la balanza. Ubicaron
en el lado derecho dos clips, uno en 5cm y el otro en 2 cm, luego ubicaron en el lado
izquierdo un clip en 7 cm, al preguntarles por qué funcionaba argumentaron “facil, 5 mas
2 esigual a 77, (aqui la comparacion se dio en términos de descomposicion de pesos). El
funcionamiento de la balanza segun los estudiantes, dependio del lugar donde se ubicaron
los clips, entre mas lejos del punto de apoyo tendrian mas peso y lo evidenciaron a partir

de la experimentacion.

La estrategia mostrada por los estudiantes “via experimentacion” consistio en
equilibrar la balanza rompiendo el esquema de pesos iguales a distancias iguales. Pusieron
en juego la comparacion a partir de la descomposicién de pesos y la relacion con las
distancias. En esta comparacidn por descomposicion salieron de lo comun y entendieron
que era posible equilibrar un clip con tres clips, distribuyendo el peso. Aqui comenzaron

a identificarse diferentes formas de comparacion propuestas por el grupo:

-Relacidn peso-brazos, pero brazos es distancia, es decir que se entendié que hay una

relacion directa entre peso distancia para mantener el equilibrio.

-Comparacion por amplificacion. Utilizaron la balanza como un amplificador de
cantidades; es decir como la balanza iba de 1cm en 1cm hasta 8cm la longitud total de los
brazos y al querer establecer una relacién con una longitud de 10cm, entonces ubicaron
dos clips en 5cm y 10 clips en un centimetro, aqui se observé cémo la comparacion se
dio en términos de poder comparar magnitudes multiplicando el peso a ambos lados de la
igualdad, siguiendo con el enfoque historico de Arquimedes en querer multiplicar la

fuerza en la invencion de sus maquinas de guerra.



Utilizando la comparacion por descomposicion, ubicaron dos clips en la parte
izquierda de la balanza a una distancia de 5cm y en la parte derecha ubican 4 clips a una
distancia de 1, 2, 3 y 4 respectivamente, manteniendo la balanza en equilibrio. Sabian que
en la parte izquierda habia un peso de 10 y lo iban compensando en la derecha con la
adicion de uno mas dos igual a tres, mas tres igual a seis mas cuatro igual a diez. A medida

que iban ubicando en la balanza los clips, iban enunciando las sumas.

Los estudiantes establecieron la relacion peso distancia, no importd que en la parte
derecha se ubicaron dos clips, estos se equilibraron con los otros tres y fue algo que si se
le preguntara a la gente dirian que la balanza se inclin6 para el lado donde habia mayor
cantidad de clips. Aqui comenzo a complementarse la comparacion por descomposicion,
combinando elementos de la ley de la palanca con conjeturas en la relacion distancia peso;
concluyeron que entre mayor distancia mas peso y entre menos distancia menos peso. En
general para esta actividad, los estudiantes Ilegaron a proponer acciones que se acercaron
mucho a los postulados y proposiciones.

3.1.3.2 Desde las hipotesis composicionales en términos de la comparacion de
magnitudes

Actividad tres

En esta actividad con el apoyo de Geogebra, el grupo de estudiantes propuso
representaciones graficas, se busco describir las acciones que al parecer los llevaron a

equilibrar cada objeto.

Figura 28. Registro estudiante, centro de gravedad segmento AB.




Para determinar el centro de gravedad del segmento AB en la figura 28, utilizaron la
herramienta punto medio o centro, a su vez construyeron la recta perpendicular. Lo que
aqui se observo fue que equilibrar el segmento segun H1, consistié en reconocer que la
linea tenia su magnitud geométrica que era la longitud, aunque no se enuncid, fue la recta
perpendicular la que hizo las veces de punto de apoyo equilibrando peso y manteniéndola

en equilibrio.

En el caso del triangulo, graficamente se observé la construccién de los puntos medios,
para determinar el centro de gravedad:

Figura 29. Registro estudiante, centro de gravedad triangulo y paralelogramo.

En la figura 29 al igual que con el segmento, el proceso se generalizé para el triangulo
y el paralelogramo; el uso de la herramienta punto medio o centro fue usado en ambos
casos, para determinar la mitad de la figura. Esta forma de accion correspondié con lo
propuesto en la estrategia §, complementada con H2, hallando el centro de gravedad y
equilibrando la figura. Como se habia mencionado el proceso con el paralelogramo fue
similar, pero ademas de lo ya presentado para este caso, las diagonales se construyeron al

igual que un segmento que iba del punto medio de dos lados opuestos; estos a su vez



coincidieron con la interseccion de las diagonales. Si se observd en detalle, la
construccion de las diagonales y la union de los puntos medios, evidencid lo planteado
en las proposiciones 9 y 10. Para el caso del circulo, presentaron la siguiente

representacion gréfica:

Figura 30. Registro estudiante, centro de gravedad circulo.
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En la figura 30 se observé desde la estrategia 2, la descomposicion de la figura en
triangulos del mismo tipo, tal como lo planteé H3; a su vez el postulado 5 fue posible
evidenciarlo cuando, inscribieron en el circulo un octagono regular, lo descompusieron
en triangulos, calcularon su area y mostraron que el peso de uno equilibré el otro,
implicitamente asociaron el peso con la cantidad de area, esta fue calculada haciendo uso
de la herramienta del software. Pudo observarse que los estudiantes implicitamente
hicieron coincidir los centros de gravedad para realizar la comparacion entre el circulo y
el octagono lema 6-, posteriormente compararon parte a parte cada figura, al tener la

misma cantidad de area, los ocho tridngulos pudieron equilibrarse.



3.1.3.3 Desde la combinacion de hipotesis mecanicas y composicionales en términos
de la comparacion de magnitudes
Actividad cuatro

Luego que los estudiantes hicieron uso de la construccion entregada en Geogebra, y
animaron el punto F, las areas de ADGF y FCEG, junto con las longitudes PQ y QR

cambiaron.

Figura 31. Representacion en Geogebra, proposicion 8.
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En la figura 31 se evidencié que los cambios en las longitudes y las areas fueron
registrados por los estudiantes en la tabla; lo que observaron fue que iba aumentando de
0,5en 0,5y la segunda iba disminuyendo 0,5, pero no se hicieron inferencias al respecto.
Lo que si reconocieron en esta actividad fue que determinaron el punto de equilibrio en 2
figuras separadas. Por cada movimiento hubo diferentes formas de calcular el punto de
equilibrio. Esta forma de abordar la actividad mostrd que se acercaron someramente a la

estrategia 5 y a la proposicién 8.

Actividad cinco

En esta actividad se observo un conjunto de acciones por parte de los estudiantes, pero
no se observo en relacion con formas particulares de la heuristica de Arquimedes, sin
embargo muestro a continuacion lo que respondieron los estudiantes cuando se apoyaron

en la construccion de Geogebra:

-Varia porque las medidas cambian.
-Varia porque al mover el punto U, sigue con su misma medida y al mover a O si

cambia.



-Se mantiene en equilibrio porque el fulcro de apoyo siempre esta quieto.
-El punto D debe estar en el centro de la balanza, para que los dos brazos estén

equilibrados.

Actividad seis

En esta actividad los estudiantes a la pregunta ;Qué observan luego de realizar la
construccion?, si compara el cuadrado AQ con el rectangulo de lados AC y AS, que puede

decir, si mueve el punto N de la construccion qué ocurre.

Figura 32. Registro estudiante, actividad N°7.

Lo presentado en la figura 32 por el grupo, mostr6é que la comparacién de areas para
el caso de los rectdngulos era la misma; tenian la misma cantidad de &rea. Esto se logro
haciendo uso de la herramienta &rea que proporcioné Geogebra; de manera analoga se
observé que QS?+SP? al sumar las areas formd la misma area. Al parecer hubo dos
elementos que se destacaron en la comparacion de areas, el primero que tenia que ver con
que dos figuras podian tener la misma cantidad de area a pesar de no tener la misma

forma.

Figura 33. Registro estudiante, actividad N°7.




En la figura 33 se presentd el segundo elemento donde el rectangulo, se comparé en
cantidad de area con la suma de areas de dos cuadrados, concluyendo que tenian la misma

area.

Al indagar un poco mas sobre dicha comparacion, aparecié un elemento que vale la
pena mencionar. Fue precisamente el apoyo del software el que brind6 la posibilidad de
comparar magnitudes a partir de la animacién. El grupo explicé que moviendo el punto
N, se iban deformando las figuras a tal punto que el cuadrado AQ y rectangulo (AC AS)
tuvieran la misma cantidad de area, esto porque el rectangulo se convirtié en un cuadrado
igual a AQ. Aqui fue donde el apoyo del software brindé la opcion de ver acciones que

con el uso de lapiz y papel, tardarian un poco mas o quizas no se llegarian a observarse.

3.1.4 Grupo cuatro

Tabla 25. Resumen por actividad, estrategias y forma particular de la heuristica de
Arguimedes.

NUMERO ANALISIS INICIALES (Grupo 4) FORMA PARTICULAR HEURISTICA
DE LA ESTRATEGIAS DE ARQUIMEDES
ACTIVIDAD
1 1208 i Heuristica propia
2 Postulado 1, Proposicion 1, Proposicién3
| | Proposicion 1. Proposicién3
2 LB 4 Postulado 1, Postulado 2, Proposicién 3
| B
3 203 2 Postulado 4, [EEEEIEE @ |
B Lema 6, Proposicion 9, Proposicién 10
4 No se observa relacion directa con alguno de
los elementos de la Heuristica de Arquimedes.
5 5 5
Proposicién 8,
6 No respondieron

En la tabla 25 se observo de manera general que el grupo de estudiantes pasé en las
seis actividades por las cinco estrategias, pero fue en la parte de las hip6tesis mecanicas
donde transitaron por cuatro de las cinco. En las actividades restantes apoyadas en
Geogebra, fue posible observar el paso por las estrategias 2, 3 y 5. En relacién con la
forma particular de los elementos de la heuristica de Arquimedes se destacarom los
postulados 1, 2, 3 y las proposiciones 1, 2 y 3 que mostraban la relacion pesos iguales-
distancias iguales y pesos desiguales a distancias desiguales para mantenerse en

equilibrio.



3.1.4.1 Desde las hipdtesis mecanicas en términos de la comparacion de magnitudes

Actividad uno

El proceso desarrollado por los estudiantes para equilibrar las figuras consistio en:

Tabla 26. Registro estudiante, actividad 1, pregunta 1.

PREGUNTA/ ACTIVIDAD NZ1 | RESPUESTAS

1. Deseriban el proceso | Hay que ubicar la mitad de |a figura y equilibrar el peso pars que la figura se temple y cuando las figuras se caen es que
que realizaron para | abajo pasa y necesita saber donde es la mitad o nivel. Primero hay que ubicar la base en una superficie recta y después

martener las figuras procedemos a colocar las figuras.
sobre el tornillo.

En la tabla 26 se mostr6 en un primer momento una accion basica llamada “buscar la
mitad”. Desde las estrategias coincidié con la nmero 1 y no se relacion6 directamente
con una forma particular de la heuristica de Arquimedes, asi que lo que se observo fue
una heuristica propia basada en equilibrar el peso de las figuras ubicando la mitad o que
se mantuviera horizontal. Esta idea de “buscar la mitad” fue complementada en el
momento de indagar por el proceso que debia realizarse para hallar el centro de gravedad
del paralelogramo, circulo, triangulo etc. Los estudiantes dijeron “La mitad solo lo hace
recto”; el criterio de mitad fue usado para equilibrar y compensar el peso, en el triangulo
fue un poco mas dificil, estas acciones se enmarcaron en la estrategia l Aqui
implicitamente se observo una forma de comparacion que buscaba visualmente distribuir
la figura en partes iguales (iguales en area) para ubicar la mitad de la figura. En el caso
del tridngulo la estrategia se mantuvo, aunque no se dijo que equilibran figuras con
diferente area pero de igual peso, esto hizo que se pudiera referir a la proposicién 3, al

querer equilibrar pesos desiguales a distancias desiguales.

Tabla 27. Registro estudiante, actividad 1, pregunta 4.

Paralelogramo: yo busco hacia donde se va y entonces yo voy poniéndole un poco de peso a donde lo necesita.

4. Describan &l proceso | Triangulo: la figura es un paco dificil pero hay que saber comg poner la mitad en el tornillo y si la punta cae entonces la
que debe realizarse otra parte necesita un peso.|

para equilibrar: F.irregular: la figura tiene todas o casi todas las partes iguales entonces unc pone la mitad y queda recta.

El pﬂm|e|ogmm Cuadrado: con la mitad ya ubicada en la figura solo hay gue ponerlo en el tornillo y listo.

B

El circulo

i. Elfridngulo

La figura irregular
k. El cuadrado

En la tabla 27 aunque no se reconocio como tal un proceso que fuera mas alla del

ensayo y error, la estrategia 1 fue combinada con la estrategia 2, recurriendo a la accion



de “agregar peso” para equilibrar las figuras por compensacion, particularmente los
estudiantes presentaron las estrategias utilizadas para equilibrar las figuras dadas,
haciendo uso del postulado y la proposicion 1.

Actividad dos

En el experimento 1, al indagar por lo que ocurrié cuando dos clips del mismo peso se

ubicaron a distancias desiguales:

Tabla 28. Registro estudiante, actividad 2, pregunta b.

b. ¢Qué observan, como | Nosotros observamos es que al poner esas distancias el clip que estd a 6cm del punto de apoyo tiene mas fuerza aungue
explican lo que acaba | pesen igual los dos clip.
de ocurrir en el
experimento?

En la tabla 28 se evidencid que luego de observar a partir de la experimentacién que
los clips no se equilibraron porque las distancias no eran las mismas, conjeturaron antes
de realizar el experimento que si se ubicaban a igual distancia permanecerian en

equilibrio.

La forma de probar la hipotesis anterior partié del hecho de tener la balanza en
equilibrio con clips, para luego ubicar dos a cada lado y equilibrarla. Hubo aqui
“reconocimiento de la distancia”, que desde la estrategia fl, mostré que implicitamente
hicieron uso de la ley de la palanca, apoyados en los postulados 1, 2, y la proposicién 3,
teniendo en cuenta solo la distancia. Aunque los dos clips pesaron igual, fue la distancia
la que ayud6 a hacer mas fuerza. Hubo aqui un primer indicio en relacion a que la

distancia era la que determinaba el equilibrio cuando los pesos eran iguales.

En el experimento tres, uno de los ejemplos propuestos por los estudiantes en el
proceso de experimentacion, consistié en que ubicaran un clip en la distancia de 2 cm del
punto de apoyo hacia la derecha y un gancho a la distancia de 8 cm del punto de apoyo,
concluyendo que los 8 cm tenian mas fuerza que los 2 centimetros. El hecho de plantear

hipétesis y verificarlas experimentalmente les permitié a los estudiantes acercarse a tener



elementos de la heuristica de Arquimedes.

Tabla 29. Registro estudiante, actividad 2, experimento 3.

EXPERIMENTO 3 Al acomadar los 2 clips a 6cm del punto de apoyo y al otro lado 3 glip a 6¢m del punto de apoyo, podemos notar que la
balanza se inclina para el lado donde hay 3 clip ya que tiene mas peso que dos.
Se observa que en la parte izquierda se ubicé 2 clips a 6cm de el punto de apoyo y en la parte derecha se ubico tres clips
a 4cm de distancia del punto de apoyo asi que la balanza queda nivelada porque lo que el otro lado tiene 6cm y 2clips
esta tiene 4cm y 3clips asi que se le pone en tercer clip.

En la tabla 29 se observd que en la “Compensacion peso-longitud” una cosa
complementaba la otra. Aqui se establecio la relacion que habia entre el clip y la longitud
a la cual era ubicada. De esta forma se evidencid la estrategia 5, para que el instrumento
mantuviera el equilibrio habia que tener en cuenta que tuvieran la misma distancia sobre

el punto de apoyo ya sea el lado izquierdo o derecho.

A manera de ejemplo, ubicaron en la balanza de manera simétricaa 8,7 y 6 cm un clip
en cada alfiler, de esta manera equilibraron la balanza. (los estudiantes representaron en

la hoja las balanzas).

Figura 34. Registro estudiante, actividad 1, pregunta 1.

En la figura 34 se presentaron estos ejemplos via experimentacion algunos elementos

que desde la perspectiva de Arquimedes llamaron postulados:



e Al acomodar los 2 clips a 6¢cm del punto de apoyo y al otro lado 3 clips a 6 cm del
punto de apoyo, podemos notar que la balanza se inclina para el lado donde hay 3
clips ya que tiene més peso que dos (postulado 2).

e Se observa que en la parte izquierda se ubicaron 2 clips a 6cm de el punto de
apoyo y en la parte derecha se ubicé tres clips a 4cm de distancia del punto de
apoyo, asi que la balanza queda nivelada porque lo que el otro lado tiene 6¢cm y

2clips esta tiene 4cm y 3 clips asi que se le pone en tercer clip-proposicién 3.

e En la balanza en el brazo izquierdo ubican a 4cm del punto de apoyo 6 clips, en

el lado derecho a 6cm del punto de apoyo ubican 4 clips- proposicion 8.

3.1.4.2 Desde las hipdtesis composicionales en términos de la comparacion de
magnitudes

Actividad tres

En esta actividad con el apoyo de Geogebra, el grupo de estudiantes propuso acciones
que los llevaron a equilibrar cada objeto. La estrategia 2 fue usada para determinar el
centro de gravedad de las figuras. Las acciones que se reconocieron para hallar el centro
de gravedad de las figuras, utilizaron las herramientas poligono, rectas, punto medio,
interseccion entre dos puntos etc. En el caso del circulo, el proceso fue diferente para
hallarle el centro de gravedad, tuvieron que hacerle un cuadrado con las mismas medidas,
trazarle una linea por la mitad y hallarle el centro, ahi trazarle una linea entre dos puntos
y ahi daba las medidas que necesitaba, también le trazaron compas y sacaron medidas
exactas. “Inscribir el circulo en un cuadrado” aqui buscaron hacer coincidir los centros
de gravedad para determinar el lugar donde debian apoyarse, es decir hallar el centro-
postulado 1-, aqui desde Arquimedes estaban buscando cuadrar la figura, no en términos
de tener la misma area sino en tener un referente para poder determinar el centro de
gravedad, aqui se presento una forma de comparacidn que consistio en hacer coincidir los
centros de gravedad-postulado 4, H2- o en otras palabras trabajar como lo hacia
Arquimedes en recurrir a lo conocido (el centro de gravedad de un cuadrado) para
determinar el centro de gravedad del circulo, que era lo que no se conocia. Relacionar
esta forma de comparar con la manera como Arquimedes solucionaba los problemas; ir
de lo conocido a lo desconocido, por ejemplo hallar el volumen de la esfera a partir del

volumen del cilindro y el cono.



En general, las acciones desarrolladas por los estudiantes para determinar el centro de
gravedad en esta actividad partieron de la estrategia § en el momento en que usaron
elementos geometricos, pero fue ampliada cuando hicieron uso de las herramientas punto
medio, segmento, punto de interseccion, finalmente sintetizaron diciendo que el centro

de gravedad de :

e Una linea recta es la mitad, el centro-H1.

e Un paralelogramo es el centro de la figura-proposicion 9 y 10.

e Un tridngulo es el centro de tal-H2.

e Un circulo es un poco dificil de hallar porque toca trazar cuadrados alrededor y

hay si hallarle el centro, o pues asi lo hice-postulado 4.

3.1.4.3 Desde la combinacion de hipotesis mecanicas y composicionales en terminos
de la comparacion de magnitudes

Actividad cuatro

Luego que los estudiantes hicieron uso de la construccion entregada en Geogebra, y
animaron el punto F que se observé en la figura 35, las areas de ADGF y FCEG, junto

con las longitudes PQ y QR cambiaron.

Figura 35. Representacion en Geogebra, proposicién 8.

Area de ADGF =6 Area de FCEG =18
e { °
PQ=45 QR =15
J(€ E

Los cambios en las longitudes y las areas fueron registrados por los estudiantes en la

figura 36:



Figura 36. Registro estudiante, actividad 4.

En la figura 36 se observo que al indagar por la relacién que observaron entre la
longitud QR y el area FCEG, los estudiantes respondieron que por ejemplo PQ y QR,
descendieron en 0,5 igual pasé con las areas ADFG aument0 en 2. En esta actividad lo
que observaron los estudiantes fue el cambio en los valores de la longitud y el area, ante
esta dificultad de no aproximarse a hacer una comparacion que relacionara las longitudes
con las areas, se pregunto a los estudiantes lo que observaban, ante este cuestionamiento
respondieron que lo que se estaba probando era que no siempre para equilibrar se tenia
que utilizar la balanza, se podia calcular con méas cosas, ej: figuras geométricas. En
general, no se observo relacion directa con alguno de los elementos de la heuristica de

Arquimedes.

Actividad cinco

En la construccion se observo que al mover el punto D variaban las medidas y las areas
de los rectangulos, al poner el punto D en el centro quedaron en la misma medida-
proposicién 1. Al indagar por lo que ocurri6 cuando se movié el punto D en la

construccion, los estudiantes presentaron:

Tabla 30. Registro estudiante, actividad 5, pregunta 2.

Cuando movemas la construccion del punto D varian las medidas y las dreas dando diferentes resultados pero
2. Mueva chora el igualmente no pasa de 24 cm para cualguier lado y al mover el punto T no yarian las medidas, todo sigue igual,
: simplemente sube o baja.
punto T, vy " .

ruevamente el
punto D, se
mantienen las
relaciones de la
construccién o
varian.




En la tabla 30 los estudiantes presentaron esta forma de comparar magnitudes, dejo
visto que los cambios que se produjeron al mover el punto D de la construccién, se
compensaron con lo que ellos llamaron medidas (longitudes) con las areas, enfocando
que las longitudes no sobrepasaban los 24 centimetros. Se dio aqui una forma de comparar
gue solo era controlada por la longitud de los brazos de la balanza, pero que respecto de
las areas no era controlada pero si tenida en cuenta como una variacion, se observo aqui

la estrategia 5, en el momento en el que habia una relacion longitud-peso.

Cuando se les preguntd por los centros de gravedad de los paralelogramos
respondieron que, los puntos no mas se podian mover del centro de gravedad porque al
intentar moverlo de otro lado no movid y entonces en las figuras si debid haber un centro

de gravedad para equilibrar todo.

3.1.5 Grupo cinco

Tabla 31. Resumen por actividad, estrategias y forma particular de la heuristica de

Arguimedes.
NUMERO ANALISIS INICIALES (Grupo FORMA PARTICULAR HEURISTICA DE
DE LA ESTRATEGIAS 5) ARQUIMEDES
ACTIVIDAD
1 128 18 Lema 6. Proposicion 9, Proposicion 10. 11
2. HO
2 B B Postulado 2
] Postulado 1, Proposicion 1
4 Bs B , H3
5.
5) No hay evidencias mas alld de decir como
varia la tabla.
6 is ] Proposicién 3
5. Proposicion 8
7 E] | | Proposicién 3

En la tabla 31 se observé de manera general que grupo de estudiantes pasé en las seis
actividades por las cinco estrategias, pero fue en la parte de las hipo6tesis mecanicas donde
transitaron en su totalidad por las cinco. En las actividades apoyadas en Geogebra, fue
posible observar el paso por las estrategias 3, 4 y 5. En relacion con la forma particular
de los elementos de la heuristica de Arquimedes, se destacd el postulado 1 y la

proposicion 1 que mostraba la relacion de pesos iguales a distancias iguales para estar en



el equilibrio, y las proposiciones 9 y 10, para determinar el centro de gravedad de un

paralelogramo.

3.1.5.1 Desde las hip6tesis mecanicas en términos de la comparacion de magnitudes

Actividad uno

Se observo que al indagar por la manera como equilibraban las figuras sobre el tornillo,
combinaron la estrategia 1 y B, el grupo la denominé “Eje central”. Basicamente lo que
hicieron fue tomar la cuerda, uno de ellos la sostuvo intentando balancear sobre esta la
figura entregada, al no poder realizarlo tomaron la regla para calcular la mitad de la
longitud del largo y ancho del paralelogramo, unieron con segmentos los puntos medios
de los lados opuestos, en cuya interseccion determind el centro de gravedad tal como lo
plantea la proposicién 9. De manera alternativa tomaron la cuerda buscando envolver con
ésta el ancho y largo del paralelogramo, a su vez construyeron las diagonales que se
intersectaron y determinaron el centro de gravedad de la figura, desde lo planteado por
Arquimedes coincide con la proposicién 10. Al indagar por alguna razén de porque se

mantiene en equilibrio la figura, los estudiantes respondieron:

Tabla 32. Registro estudiante, actividad 1, pregunta 2.

2. kCo’mo explican que cada figura pueda | La masa de la figura es equivalente en todos sus lados.
mantenerse en equilibrio sobre el
tornillo?

En la tabla 32 se evidencié dos formas de comparacion que tuvo elementos de la
estrategia 2, la primera que buscaba determinar un eje central o en palabras de
Arquimedes el punto de apoyo para que la masa fuera equivalente en todos sus lados, la
idea de hacer uso de un eje iba en la direccion de la heuristica de Arquimedes, siendo este
uno de los primeros pasos propuestos en la comparacion de magnitudes. La segunda
consistio en dividir haciendo uso de elementos geométricos de la figura en partes de tal
forma que la masa también fuera equivalente. El grupo de estudiantes contrastd las dos
formas determinando el mismo centro de gravedad, cabe destacar que la experimentacion

fue fundamental para el grupo, al ver que la figura dificilmente se equilibraria sobre la



cuerda, optaron por usarla para envolver el paralelogramo no solamente por sus lados sino
logrando unir vértices para construir las diagonales, en cuya interseccién les permitio
determinar el lugar donde debia apoyarse para mantenerse en equilibrio. Este conjunto de
acciones con el Unico objetivo de mantener en equilibrio la figura, mostr6 que los
estudiantes reconocieron tal como lo plantea HO-H2, todas las figuras tienen peso y centro
de gravedad, pero hallar el centro de gravedad fue quizas el fin y la riqueza estuvo en la
forma como usaron de manera espontanea, acciones que les permitieron hacer

comparaciones ya sea por medios fisicos-experimentales, o fisico geométricos.

Actividad dos

En el experimento uno se identificod que los estudiantes reconocieron condiciones para
mantener o no en equilibrio los clips ubicados en la balanza, presentaron algunas

consideraciones relacionadas con la estrategia i

Tabla 33. Registro estudiante, actividad 2, pregunta a, b y c.

PREGUNTA/ ACTIVIDAD N22 ESTUDIANTE
EXPERIMENTO 1 Observamos que se inclina hacia el lado derecho (a mayor distancia del
a. Observen el instrumento que cada | centro).
grupo tiene y describanlo, Ubiquen un
clip a una distancia de 4 cm del punto
de apoyo del lado izquierdo del
instrumento, y otro clip del mismo

peso a una distancia de 6 cm del lado
derecho del centro del instrumento.

b. <Qué observan, como explican lo que | Concluimos que a mayor distancia del centro obtiene mas peso.
acaba de ocurrir en el experimento?

¢. ¢Qué pasard si ubican los clips en | Si ubicamos los clips en el mismo punto la figura se equilibra (a la misma
otros lugares? , den un ejemplo de distancia) a mayor distancia la figura se inclinard hacia ese lado. Ejemplo
donde los ubicaron? punto n27 y n2 8 izquierda |a balanza inclinacién a la derecha.

En la tabla 33 en el experimento 1, literal a se observd que se puso en juego la
proposicion 2, los pesos iguales al estar a distancias desiguales no se equilibraron, en este
caso particular reconocieron que se inclind hacia el lado derecho “a mayor distancia del
centro”. Con estas apreciaciones fue posible observar que hubo un reconocimiento
implicito de la ley de la palanca y de una relacion directa entre el peso, la distancia
respecto a un punto de referencia, ademas fue importante ver como iban en la direccion
de Arquimedes, explicitando que la distancia fue el elemento que hizo que el peso

aumentara. Todo esto los llevd a enunciar y ejemplificar en el literal ¢ condiciones y



consecuencias del proceso de equilibrar la balanza que desde la estrategia 5 la

complementaron:

-Si ubican los clips en el mismo punto la figura se equilibra (a la misma distancia).

-A mayor distancia la figura se inclinara hacia ese lado, ejemplo punto n°7 y n° 8 izquierda
la balanza inclinacién a la derecha.

-lgual distancia-igual peso” esta es la tnica condicion para que se mantenga en

equilibrio.
La manera en la que abordan el experimento 3 estuvo determinado por el postulado 1
y la proposicion 1, esto se evidencid al proponerles que con 12 clips propusieran

diferentes condiciones de equilibrio:

Figura 37. Registro estudiante, situaciones de equilibrio.

En la figura 37 presentaron tres situaciones con la balanza donde mantuvieron en
equilibrio aplicando el postulado 1, todo fue ubicado de manera simétrica, se estaba
comparando por la simetria, manteniendo en equilibrio la balanza. En la primera situacion
hubo una correspondencia uno a uno, donde cada peso era comparado con otro que estaba
a la misma distancia, en la situacion dos, siguieron el mismo principio de ubicacién
simétrica, pero fueron ubicados los clips de a dos por cada distancia de forma
intermitente. Finalmente en la situacién tres fueron puestos los clips en los extremos
también de manera simétrica, pero en mayor cantidad de clips por distancia. Esta forma
de comparacion dejo ver al parecer, que a pesar de haber mostrado al grupo otras formas

de equilibrio diferente a longitudes y pesos iguales, no lograron construir situaciones



similares que permitieran explotar el potencial de los hallazgos presentados en la
actividad uno y los experimentos uno y dos, no fue posible determinar con certeza por
qué no pudieron avanzar mas, pero lo que si puedo decir es que lo planteado iba en la

orientacion de la estrategia 5.

3.1.5.2 Desde las hipdtesis composicionales en términos de la comparacion de
magnitudes

Actividad tres

En esta actividad con el apoyo de Geogebra, el grupo de estudiantes propuso acciones
que los llevaron a equilibrar cada objeto. La estrategia § fue usada para determinar el
centro de gravedad de las figuras, pero fue ampliada por el uso de la herramienta “punto
medio”-"distancia o longitud” proporcionadas por el software. Puntualmente usaron la
herramienta punto medio en todos los lados de la figura, luego la herramienta distancia o
longitud para comprobar que estaban a la misma distancia de todos los lugares asi
quedaria en equilibrio. Para el caso del paralelogramo construyeron las diagonales y
determinaron gue el punto de interseccidn de éstas era el centro de gravedad. La accién
de encontrar los puntos medios y luego medir la longitud de los lados coincidio con lo
propuesto por Arquimedes en las proposiciones 9y 10, aunque hallaron los puntos medios
no fueron utilizados para unirlos con su punto medio opuesto determinando el centro de
gravedad. Al indagar sobre por qué o como probarian que el punto encontrado
correspondid con el centro de gravedad, lo que hicieron los estudiantes fue construir en
cada uno de los triangulos que se forman, poligonos para luego calcular su area, al indagar
por los posibles resultados sin utilizar las herramientas del programa, aparecio la
experiencia de comparar areas de figuras de diferente forma, antes de hacer el proceso de
verificacion consideraron que por tener forma diferente no tenian la misma cantidad de
area, usaron como herramientas area y perimetro, determinando que tenian la misma area

a pesar de no tener la misma forma.

Finalmente se observo que pusieron en juego la estrategia 5, apoyados en el postulado
1y laproposicion 1, “comprobando equilibrio a partir del reconocimiento de la distancia

y el punto medio como elementos de la ley de la palanca.



3.1.5.3 Desde la combinacion de hipotesis mecanicas y composicionales en términos
de la comparacion de magnitudes

Actividad cuatro

Luego que los estudiantes hicieron uso de la construccion entregada en Geogebra, y
animaron el punto F, las &reas de ADGF y FCEG, junto con las longitudes PQ y QR
cambiaban, fueron registrados en la tabla:

Figura 35. Registro estudiante, tabla relacion longitudes vs areas.

En la figura 38 se observo en la tabla construida por los estudiantes que a medida que
aumentaba o disminuia la longitud aumentaba o disminuia el area, ademas de establecer
que los cocientes entre las longitudes y las areas eran los mismos. En esta parte de la
actividad se esperaba que se hicieran conexiones entre los hallazgos encontrados en las
actividades anteriores, pues fue aqui donde Arquimedes en la proposicién 8, relaciond los
centros de gravedad y establecid relaciones entre las areas y las longitudes, en general

mostraron muchos de los elementos de la heuristica al pesar hipotéticamente areas.

Actividad cinco

Al indagar por lo que ocurrié al mover los puntos T y D de la construccién, los
estudiantes respondieron que a medida que se movi6 el punto D cambi6 la forma y medida
de las figuras. Al mover el punto T, el punto D la figura cambié su area y posicion. En

general explicaron gque la balanza se mantuvo en equilibrio, debido a que se puso peso en



un lado y en el otro se puso distancia para compensar. Esta explicacion dejo ver que hubo
una “compensacion peso-longitud”, que iba en la direccion de la estrategia 5 y la
proposicion 3. En esta actividad lograron observar lo que en la actividad 5, no fue tan
claro, aqui la comparacion de magnitudes se dio en términos de la compensacion del peso

con la distancia.

Actividad seis

La actividad buscaba trabajar la proposicion nimero dos del libro del Método de
Arquimedes, en la parte inicial desde la comparacién de areas. En relacion con las

preguntas planteadas:

Tabla 34. Registro estudiante, actividad 6, pregunta 1.

1. €Qué observa |uggo de realizar | Que todos los valores son los mismos.
la construccidn?, Si compara el
cuadrado AQ con el rectdngulo
de lados AC y AS, que puede
decir, si mueve el punto N de la
construccidn qué ocurre,

En la tabla 34 luego de realizar la construccion se evidenci6 la estrategia §, que fue
ampliada por el uso de las herramientas del software. Aqui el grupo calculd y establecio
relaciones entre las figuras comparando el area del cuadrado con el area del rectangulo,
llegando a la conclusion que la “suma de areas” AQ?=QS?+SP?. Ademas aclararon que
hubo una relacion de “iguales-diferencia” eran iguales en el célculo de su area, pero
diferentes en ubicacion espacial. Aunque la figura transformé su forma el area era la
misma. La comparacion estuvo dada en términos de obtener la misma cantidad de &rea

con el apoyo del software, particularmente con el que calcularon areas.

Algo que se destacd en este grupo y que aun no se dio en los grupos restantes consistid

en tener en cuenta que en la construccion:



Tabla 35. Registro estudiante, actividad 6.

2. Explique detalladamente en | Que surmados los dos cuadrados son la misma figura exactamente igual.
Todas las medidas siempre van a hacer iguales porque tenemos un circulo

cada una de las relaciones que HE ”
y pues su radio siempre va a ser igual.

es lo que se estd comparando.

En la tabla 35 se evidencid al parecer el hecho que la comparacion de areas fuera igual
siempre, dependié en gran medida de la dependencia del circulo en la construccion,
especificamente en el radio. A medida que el punto N era animado, el cuadrado y los
rectangulos cambiaban de forma pero no cambiaba la relacion que la suma de las areas
de los rectangulos fuera la misma que el area del cuadrado, pues en su construccion
dependi6 de la relacion entre los circulos que a su vez eran obtenidos a partir de la

herramienta compas.

3.1.6 Grupo seis

Tabla 36. Resumen por actividad, estrategias y forma particular de la heuristica de

Arquimedes.
NUMERO ANALISIS INICIALES (Grupo FORMA PARTICULAR HEURISTICA DE
DE LA ESTRATEGIAS 6) ARQUIMEDES
ACTIVIDAD
1 ] | 18 Postulado 5. [N N
, Proposicion 8
2 5 5. B, Postulado 2, Postulado 3
4 8 | F Postulado 4,
5) No hay evidencia de lo que para los estudiantes
significé o comprendieron.

6 ] ] | HO, HI,
7 8 | Proposicién 1, Postuladol

En la tabla 36 el grupo de estudiantes paso en las seis actividades por cuatro de las
cinco estrategias, fue en la parte de las hipdtesis mecanicas donde transitaron por las
estrategias 1, 3, 4 y 5. En las actividades restantes apoyadas en Geogebra, fue posible
observar el paso por las estrategias 3 y 4. En relacion con la forma particular de los
elementos de la heuristica de Arquimedes se destaco el postulado 1y la proposicion 1 que

mostré la relacion de pesos iguales a distancias iguales para estar en el equilibrio, y las



proposiciones 9,10 y el lema 6 para determinar el centro de gravedad del paralelogramo

y el centro de gravedad del circulo respectivamente.

3.1.6.1 Desde las hip6tesis mecanicas en términos de la comparacion de magnitudes

Actividad uno

Desde la experimentacion, se observd amplias y variadas estrategias propuestas por
los estudiantes para realizar comparacion de magnitudes. Contextualizando la actividad
numero uno, donde se proponia equilibrar figuras elaboradas en carton sobre un tornillo,

surgieron las primeras formas de comparacion:

Tabla 37. Registro estudiante, actividad 1.

PREGUNTA/ ACTIVIDAD N21 RESPUESTAS
1. Describan el proceso que | Poniéndola encima del tornillo y moviéndola con cuidado hasta quedar en equilibrio.

realizaron para mantener
las  figuras sobre el
tornillo.

En la tabla 37 se observé que en este intento por equilibrar las figuras, combinaron las
estrategias 1 y B. En un primer momento recurrieron al ensayo y error, poniendo las
figuras encima del tornillo y moviéndolas con cuidado hasta quedar en equilibrio. En un
segundo momento utilizaron la regla y ubicaron el circulo buscando hallar su diametro,

para esto tomaron la cuerda buscando encuadrar la figura.

Figura 36. Registro estudiante, representacion centro de gravedad del circulo.

En la figura 39 se evidencio que representaron en la hoja el proceso descrito de la

inscripcidn del circulo en el cuadrado. Aqui es importante destacar que la comparacion



de los estudiantes estuvo dada en términos de encontrar el diametro a partir de la longitud
del lado del cuadrado, para asi poder determinar el punto de equilibrio. Finalmente con la
longitud del didmetro encontraron el punto medio, usando la regla. Para el caso del
cuadrado, la estrategia consistio en envolver por los lados con la cuerda y cruzandola por
los vértices hallando las intersecciones y determinando el punto donde debié apoyarse la
figura para mantenerla en equilibrio. Esta forma de proceder coincidi6 con lo planteado
por Arquimedes en la proposicion 10 y el lema 6, algo que pudo destacarse fue la
creatividad puesta en esta forma de encontrar el centro de gravedad y de paso en comparar
magnitudes. Partieron de una idea trabajada por Arquimedes en una de sus proposiciones
donde se hacia coincidir los centros de gravedad, para comparar magnitudes, si estos
coincidian entonces era posible equilibrar la figura libro “Sobre el equilibrio de los planos
I”-“uno equilibra para saber si la figura es igual a los dos lados” El termino al parecer
igual en este sentido hizo referencia al peso y a las condiciones necesarias para mantener

en equilibrio”.

Esta estrategia fue una de las que se destacO en la heuristica de Arquimedes,
recurriendo a problemas ya resueltos para luego dar tratamiento a la nueva situacion,
histéricamente este hecho pudo ser ejemplificado en la proposicién 2 del Libro del
Método. Arquimedes conocio por sus antecesores el area del cono y el cilindro, los utilizé
para hallar el area de la esfera, Sienra (1983). En sintesis puedo decir que particularmente
las acciones del grupo llevaron a mostrar que la comparacion de magnitudes se dio por la
accion de hacer coincidir centros de gravedad que a su vez hicieron que las figuras

pudieran mantenerse en equilibrio.

En el caso de las otras figuras, utilizaron como herramientas punto medio, construccion

de diagonales, puntos de interseccién.



Figura 37. Registro estudiante, representacién grafica centro de gravedad tridngulo.

En la figura 40 particularmente en el tridngulo argumentaron que el centro de gravedad
se hallaba no precisamente en el centro, sino distribuyendo el peso a lo largo de un eje
imaginario, (aqui aparentemente subyace una idea de comparacion a partir de la
compensacion de pesos bajo un mismo eje.), se dieron cuenta que habian lugares de la
figura donde era mas delgada que el otro, aqui implicitamente la estaban partiendo en
figuras que permitieron distribuir el peso. El pedazo méas delgado iba a ser mas liviano
que el otro, entonces lo que se buscd fue una parte que estuviera entre los dos,

implicitamente se trabaj6 con el postulado 8.

Finalmente en la actividad fue puesta la estrategia l, que en sintesis transfirio
implicitamente a una hipotética balanza, distribuyendo el peso a lo largo de un eje
imaginario “subyace la idea de comparacion a partir de la compensacion de pesos bajo
un mismo eje” que se apoy0d directamente en el postulado y la proposicion 1, junto con
H4.

Actividad dos

En esta actividad fue posible observar variadas acciones propuestas por los estudiantes
al momento de realizar comparacion de magnitudes, cuando se les pidi6 mantener en

equilibrio la balanza.



Tabla 38. Registro estudiante, actividad 2, experimento 1.

PREGUNTA/ ACTIVIDAD N22 ESTUDIANTE
EXPERIMENTO 1 Observo que el punto 1 que estd a 4 cm se eleva mientras el punto 2 gue estd a 6cm se baja.

a. Observen el instrumento | Yo digo que usala ley de Arquimedes que dice que si ponemos un punto de apoyo podemaos mover cualquier
que cada grupe tiene y | cosa.
describanlo. Ubiquen un
clip a una distancia de 4 cm
del punto de apoyo del lado
izquierdo del instrumento,
y otre clip del mismo peso
a una distancia de 6 ¢cm del

lado derecho del centro
del instrumente.

En la tabla 38 se observé que a partir de la experimentacion llegaron a establecer lo
propuesto en la estrategia 5, logrando mostrar la relacion peso-longitud. Esta relacion se

apoyo en el postulado 1 fue enunciada verbalmente por los estudiantes asi:

e Pesos iguales a distancias desiguales no se mantiene en equilibrio se inclina hacia
el lado de mayor distancia.
e La misma distanciay el mismo peso a ambos lados de la balanza se mantienen en

equilibrio.

Se evidencio6 que para el grupo de estudiantes habian unas condiciones de equilibrio
previas que fueron construidas a partir de una experiencia de desequilibrio, cuando se
indagé a los estudiantes por las condiciones de equilibrio al ubicar clips a lado y lado de
la balanza a diferentes distancias mencionaron el principio de la palanca diciendo” Se esta
enunciando la ley de Arquimedes que dice que con un punto de apoyo y un lado mas largo
de un palo o algo se puede levantar cualquier objeto.

Partiendo del experimento 3, en el literal a y b donde se buscaba equilibrar la balanza
saliendo de lo propuesto en el postulado 1, el grupo de estudiantes realiz6 los dos
experimentos y determind que en el literal a la balanza no se mantuvo en equilibrio, la

razon, la balanza se inclin hacia el lado derecho donde los 3 clips hicieron la diferencia.



Tabla 39. Registro estudiante, actividad 2.

[ Expliquen lo que ocurre en | A pesar gque un lado tiene mas clips que Iz otra, aun asi s mantienen en equilibrio esto muestra la ley de
el literal a y compdrenle Arquimedes coma un hecho. En &l literal 2 |z balanza == inclina hzcia el lado de los tres clips y en &l literal b
con lo ocurride en el literal | 1a balznza queds en equilibrio sin importar |2 cantidad de clips.

b. que pueden concluir.

En la tabla 39 se evidencié que producto de esta experimentacion propusieron dos
ejemplos en los que con diferente nimero de clips y distancias lograron equilibrar:

Primer ejemplo: en el lado izquierdo de la balanza a una distancia de 8cm, ubicaron
dos clips a una distancia de 4 cm, diciendo que estabamos compensando uno con la mitad
de la distancia.

Segundo ejemplo: al ubicar 3 clips a 6 cm en el lado izquierdo, lograron equilibrarlo

colocando 2 clips a una distancia de 8cm y un clip a una distancia de 2 cm.

En los dos ejemplos se observo que “via experimentacion” equilibraron la balanza
rompiendo el esquema de pesos iguales a distancias iguales y colocando en juego la
comparacion a partir de la descomposicion de pesos y la relacion con las distancias. En
esta comparacion por descomposicion salieron de lo comun y entendieron que fue posible
equilibrar un clip con tres clips, distribuyendo el peso. Producto de esta experimentacién

surgieron consideraciones de los estudiantes:

-Relacién peso-brazos, pero brazos es distancia, es decir que se entiende que hay una

relacion directa entre peso distancia para mantener el equilibrio.

-“Relacion la mitad” compensa el peso con la distancia por ejemplo un clip a una distancia
de 8cm- 2 clips a una distancia de 4cm, aqui se hace la compensacion de un clip con la

mitad de la distancia.

3.1.6.2Desde las hipotesis composicionales en términos de la comparacion de
magnitudes

Actividad tres

En esta actividad con el apoyo de Geogebra lograron encontrar el centro de gravedad



de los objetos construidos. Dentro de las estrategias se ubicaron en la §, que para este
caso del software fue ampliada por el uso de la herramienta “punto medio”, construccion
de diagonales y punto de interseccion llegaron implicitamente a utilizar el lema 6 y las

proposiciones 9y 10.

Como forma de ilustrar las acciones de los estudiantes en el momento de encontrar el

centro de gravedad, propusieron:

-El centro de gravedad de una linea recta es su mitad, la linea tiene una medida de
donde podemos sacar su centro o su mitad.

-El centro de gravedad de un triangulo es la medida que se saca de la mitad de cada
uno de sus lados, de esta forma se saca la mitad de los lados y si las unimos forma
con lineas rectas nos dara el centro que buscamos.

-El centro de gravedad de un circulo es de acuerdo a su radio, ya que si tenemos el
radio tenemos un punto medio que forma el punto de gravedad, al igual podemos

hacer un cuadro por encima del circulo y dividirlo en la mitad cada uno de sus lados.

Este conjunto de acciones determind indicios que lograron rastrear una forma de
pensar similar a la mostrada por la Historia de las Matematicas en Arquimedes, el hecho
de enunciar de manera parecida a la teorizacién hecha por Arquimedes o recorrer
histéricamente algunos de los episodios que posiblemente atravesé dicho pensador y que
fueron condensados en su heuristica. En general los estudiantes lograron comparar
magnitudes particularmente longitudes y areas, partiendo de determinar el centro de
gravedad de figuras y para el caso donde la tarea parecia dispendiosa recurrieron a
relacionar con experiencias y resultados conocidos que les permitieron llegar a dar

solucién a la situacion.

3.1.6.3 Desde la combinacion de hipotesis mecanicas y composicionales en terminos
de la comparacion de magnitudes

Actividad cuatro

En la tabla se observé que ademas de completar la informacion a partir de los datos

arrojados por la construccion en Geogebra y realizar los cocientes entre segmentos y



areas, obteniendo los mismos resultados, no hubo evidencia de lo que para los estudiantes

significd o como se acerco a la heuristica de Arquimedes.

Actividad cinco

Esta actividad se asoci6 con la estrategia I la comparacion de magnitudes estuvo dada

en términos de distancias iguales y pesos iguales para mantener la condicion de equilibrio.

Cuando las areas eran iguales significo que tenian el mismo peso, se mantuvieron en
equilibrio y sus longitudes eran iguales entonces su area también. Este planeamiento
encerrdé un importante hecho que en Arquimedes visto como la relacion que fue posible
establecer entre la figura y su magnitud, para este caso los estudiantes lograron mostrar
que tal como lo planed HO, el peso del paralelogramo era su area, que a su vez dependio
de la distancia a la que se encontré respecto al punto de apoyo para que se mantuviera en

equilibrio.

En otras condiciones cuando se modifico las longitudes de los brazos y las areas
cambi¢ de forma, determinando que no se mantuvo en equilibrio, aqui la idea de simetria
fue importante como criterio para que se mantuviera el equilibrio. La idea de mantener

en equilibrio respondié a lo planteado en el postulado y la proposicion 1, HO, H1 y H4.

Actividad seis

En general en esta actividad la estrategia lfue ampliada por el uso de las herramientas
del software. Calcularon e hicieron relaciones entre las figuras comparando el area del
cuadrado con el area del rectangulo. “suma de areas” AQ?=QS?+SP?, pero no lograron
avanzar mas en términos de mostrar acciones que pudieran ser relacionadas con la

heuristica de Arquimedes.

3.2 Aproximacion de los estudiantes a la heuristica de Arquimedes por actividad

Se observo de manera general que los seis grupos de trabajo se aproximaron a algunos
elementos de la heuristica de Arquimedes en el desarrollo de las seis actividades y fueron

precisamente en las actividades basadas en las hipdtesis mecanicas donde se evidencio



mayor variedad de estrategias. Se parti6 del reconocimiento que desde “via
experimentacion” recorrido por Arquimedes y llevado de manera similar por los
estudiantes, brindo la posibilidad de poner en juego heuristicas de manera espontanea,
advirtiendo que en ningun momento los grupos conocian la travesia llevada a nivel

historico.

A continuacion en la tabla 39, se hizo un recorrido por los seis grupos de trabajo
reconociendo aproximaciones en las acciones de los estudiantes elementos de la
heuristica de Arquimedes, similares, diferentes o que simplemente se pensaba que

estarian presentes en el desarrollo de la secuencia de actividades.



Tabla 39. Comparacién elementos de la heuristica de Arquimedes por grupo y actividad.

ACTIVIDAD ESTRATEGIAS EN LA
COMPARACION DE MAGNITUDES
GRUPO1

. Lema 6, Proposicion 9, Proposicion
10

ESTRATEGIAS EN LA COMPARACION

DE MAGNITUDES GRUPO 2

. 8. Lema 6, proposicion 9, Proposicion 10,

H1, HO, H2, H4

ESTRATEGIASEN LA
COMPARACION DE

MAGNITUDES GRUPO 3

ESTRATEGIAS EN LA COMPARACION DE

MAGNITUDES
GRUPO 4

ESTRATEGIASEN LA
COMPARACION DE
MAGNITUDES
GRUPO 5

ESTRATEGIAS EN LA COMPARACION
DE MAGNITUDES
GRUPO 6

2. Lema 6, Postulado 5, H3

2 Postulado 4, Proposicién 1, H2

B r2

B Proposicién 9, Proposicién 10

B Lema 6, Proposicién 9, Proposicion 10

B. Proposicion 9, Proposicion
10, H3

B. Proposicién 9, Proposicién 10, Postulado 4,
Lema 6

BHL

B Proposicion 8

5. Postulado 1, Proposicion 1




Actividad uno

En los seis grupos de trabajo, para el caso de la actividad uno transitaron por la
estrategia 1, recurriendo al ensayo y error para encontrar el centro de gravedad de las
figuras y aunque en tres de los casos (Grupo 1-G1, Grupo 2-G3, Grupo 3-G4) se reconocid
una heuristica propia que no fue posible asociar con algin elemento particular de la
heuristica de Arquimedes, si evidencid que hubo formas en las que el grupo de estudiantes
busco dar solucion a la actividad. Para el caso de G5 y G6, iniciaron con la estrategia 1,
pero luego fue combinada con la estrategia §, pasando no solamente por el ensayo y el
error, sino por buscar elementos de tipo geométrico que dieran sustento a eso que desde
la experimentacion inicial no era posible explicar. Aqui se evidencié de manera
contundente la asociacion con el lema 6 y las proposiciones 9 y 10. Fue interesante ver
como los estudiantes llegaron a recrear elementos histéricos que de alguna forma
Arquimedes teorizo y que ellos trajeron al presente de manera implicita para determinar

el centro de gravedad, logrando comparar magnitudes.

Otra de las estrategias que se observd para G1, G3, G4, G5 fue la 8, visualmente tenian
una intencion de equilibrar las figuras partiendo en esencia de distribuir el peso a lado y
lado valiéndose de lo planteado en el postulado 1, determinando el centro de gravedad
desde H2 y teniendo en cuenta que cada figura podia dividirse en otras del mismo tipo o
de orden inferior, accién que desde Arquimedes se asocié con H3 y que desde su
heuristica consistio en seccionar con planos paralelos las figuras o sélidos entregados.

Finalmente la estrategia ll, fue evidenciada en G2, G4 y G6. Implicitamente sabian que
habian elementos de la ley de la palanca que determinaron la posibilidad de equilibrar las
figuras, teniendo en cuenta el punto de apoyo o el peso distribuido de la figura a lo largo
de un eje imaginario. El sustento de esta estrategia estuvo fundamentado en el postulado
y la proposicion 1, bajo la relacion peso- distancias iguales y H4 teniendo en cuenta que
todas las figuras tenian peso, utilizando una balanza y equilibrando figuras se pudo

determinar magnitudes.



Actividad dos

Se observaron dos estrategias de manera comun para los grupos de estudiantes. En un
primer momento la estrategia fl, para G1, G2, G4 y G5, aunque el sustento no fue el mismo
para todos, se destaco la intencion de relacionar pesos y longitudes de manera implicita,
desde los postulados 1, 2, 3 y las proposiciones 3 y 8. Cabe destacar que este
reconocimiento de la relacion peso-distancia, evidencié en los estudiantes acciones
representadas en palabras que dieron cuenta del establecimiento de condiciones de

equilibrio y desequilibrio en una situacion dada.

A manera de complemento con la estrategia anterior, en los seis grupos se evidencio
la estrategia 5, con un importante nimero de elementos de la heuristica de Arquimedes.
Precisamente en esta actividad fue posible vislumbrar en mayor grado acciones de los
estudiantes asociados con una forma particular de los elementos de la heuristica de
Arquimedes. Habia que partir que explicitamente la comparacién de magnitudes se dio
en los grupos por la relacion de dependencia longitud-peso o viceversa; es decir en
muchos de los grupos lograron enunciar y dar a entender en sus palabras los postulados y
las proposiciones 1, 2, 3. Todo lo anterior evidencio primero que determinar el centro de
gravedad no era mas que una excusa para equilibrar la balanza y asi comparar magnitudes.
Segundo, ademas de experimentar de manera fisica, los grupos de estudiantes lograron
enunciar y acercarse a muchos de los elementos de la heuristica de Arquimedes tales
como la comparacion por pesos y distancias iguales, determinacion de condiciones de
equilibrio a partir de la inclinacién de la balanza por peso o por distancia, comparacion
de magnitudes por compensacion de pesos y distancias desiguales. En sintesis comparar
magnitudes desde la heuristica de Arquimedes, implic6 tener en cuenta relaciones de
dependencia entre las magnitudes (longitud-peso), homogeneidad entre las magnitudes;
es decir que comparar en la balanza implico tratar con la misma magnitud a lado y lado,
afiadir o quitar en la balanza de un solo lado implicaba que las condiciones de equilibro
no se mantuvieran, pero que se si se hacia a ambos lados no se modificaban las

condiciones de equilibrio.



Actividad tres

En esta actividad G1 y G2 combinaron las estrategias l yl al igual que en la actividad
uno se apoyaron en elementos de la heuristica de Arquimedes tales como el lema 6, y las
proposiciones 9 y 10. Aqui lo que cambid fue el trabajo desarrollado en Geogebra, pero
lo que se observo fue la manera como lograron traer elementos de la heuristica, adquiridos
experimentalmente y que pudieron ser probados alli mismo al trasladarlos a un ambiente
virtual, en el que la experimentacion requirio del uso de otras formas alternativas para su
verificacion, ya fuera por la construccion de puntos medios, diagonales, puntos de
interseccién y calculo de areas. Lo que quise decir fue que los elementos de la heuristica
de Arquimedes lograron transitar sin modificarse en el paso de la experimentacion fisica
(hipotesis mecanicas) al apoyo con el Geogebra (hipGtesis composicionales),
permaneciendo intactas, acercandose de una manera mas fiel a la comparacion de
magnitudes desde Arquimedes. Cabe destacar que G3, G4, G5 y G6, mostraron acciones
que correspondieron con la estrategia 8 y que se apoyaron de igual forma en el lema 6, y

en las proposiciones 9 y 10.

Otra de las estrategias mostrada en esta actividad y que se evidencié en G3, G4, fue la
numero 2, que pudo considerarse como un paso previo a la estrategia I pasando de la
divisién visual a la divisién de la figura, recurriendo a elementos de tipo geométrico como
puntos medios, diagonales puntos de interseccion etc. La estrategia 2, se apoyd
basicamente en la proposicién 1, buscando en un principio la simetria en la comparacion

de pesos a partir de iguales cantidades de area.

Actividad cuatro

Esta actividad fue disefiada para trabajar la proposicion 8 del Libro “Sobre el equilibrio
de los planos I”. Fue entregada una construccion en Geogebra en la que debian animar
uno de los puntos que permitié recoger informacion respecto a longitudes y &reas.
Unicamente G1 y G3 lograron ademas de completar los datos de la tabla acercarse a la
estrategia 5, para el caso de G1 la relacion que lograron establecer fue de longitudes y
pesos iguales bajo el postulado 1, en el caso de G3, reconocieron que fue posible mantener

en equilibrio a pesar de tener pesos y longitudes desiguales.



En los grupos restantes, ademas de completar la tabla, no se logré evidenciar en la
produccion de los estudiantes trazas o justificaciones que pudieran asociarse con una
forma particular de los elementos de la heuristica de Arquimedes. En este momento me
pregunté respecto a porqué solo dos grupos lograron acercarse a uno o algunos elementos
de la heuristica de Arquimedes; la respuesta no era facil pero una de las posibles hipétesis
consistio en afirmar que la actividad mostraba cierto grado de complejidad. Esto lo digo
porque la actividad N° 5 era una aplicacion de la proposicion 8, pero fue mostrada en una
construccion en Geogebra con elementos de la balanza que fueron trabajados en la
actividad 1, 2y 3.

Actividad cinco

La estrategia ll, fue usada por G5 y G6 y aunque no se apoyaron en los mismos
postulados o proposiciones para el caso de G5 se reconocio la relacion pesos y distancias
desiguales para mantener la balanza en equilibrio. En el caso de G6, el equilibrio estuvo
dado bajo el postulado y la proposicion 1, complementado con la relacion peso-area que
partié que cada figura era igual a su magnitud geométrica, puntualmente para el caso de

una superficie su peso es el area.

Finalmente G1, G2, G4, G5 y G6 lograron poner en juego la estrategia 5, apoyados en
la proposicion 8, entendiendo la relacion de dependencia entre longitud-area-peso,

manteniendo siempre la balanza en equilibrio.

Actividad seis

En esta actividad la estrategia §, fue usada por G1, G2, G3, G5 y G6, basicamente los
estudiantes construyeron los cuadrados y los rectangulos calculando su area, comparando
a partir de la cantidad de area. Se esperaba particularmente que en esta actividad se llegaréa
a trabajar la proposicion 2 del libro del Método de Arquimedes a partir de los elementos

construidos en las actividades anteriores.



4. CONCLUSIONES

Lo presentado en este trabajo permite llegar a las siguientes conclusiones:

En relacién con el objetivo especifico nimero uno puede concluirse que el disefioy la
implementacion de la secuencia de actividades se estructurd a partir de dos elementos de
la heuristica de Arquimedes, las hipotesis mecanicas y las hipdtesis composicionales
Vega (1986). Las primeras le pusieron el énfasis a la experimentacion®a partir de nociones
y proposiciones de estatica que aparecieron de manera espontanea en la implementacién
de las actividades uno y dos. Las segundas implementadas en la actividad tres,
permitieron que los estudiantes pusieran en juego la composicion de areas por cuerdas o
lineas paralelas bajo algunos elementos de la geometria euclidiana. En las actividades
cuatro, cinco Yy seis el énfasis estuvo puesto en la posibilidad de combinar los dos tipos
de hipétesis usando elementos de ambas, evidenciando un acercamiento a lo mecanico,
lo tangible, lo construible, lo que pudo ponerse a prueba a partir de la manipulacion fisica
y el apoyo de las herramientas de Geogebra. Lo descrito anteriormente pudo observarse
en las estrategias identificadas en la comparacion de magnitudes presentado en el
apartado 2.4.4 andlisis preliminar. Estas estrategias condensaron de manera general
formas de proceder de los estudiantes en las seis actividades, se presentaron dos
posibilidades: la correspondencia de una Unica estrategia en la implementacion de la
actividad o la simultaneidad de estrategias en la misma actividad (ver tabla 39). Esta
correspondencia Unica o simultanea de estrategias mostr6 que las hipdtesis mecanicas, las
hipdtesis composicionales o la combinacion de estas fueron utilizadas por los grupos de
manera similar llevando un recorrido que se aproximé a una heuristica o una forma de
pensar que combinaba elementos de la mecanica (hip6tesis mecéanicas) con la geometria
(hipdtesis composicionales), relacionando, a partir de la ley de la palanca y el centro de
gravedad, acciones con figuras planas que debian ser equilibradas sin olvidar rasgos y
caracteristicas fisicas tales como la asociacion entre area y peso (pesar geométricamente
areas, volumenes) o la determinacion del centro de gravedad (en los que se tuvo en cuenta

la concentracion del peso) a partir de elementos de la geometria euclidiana.

8 La experimentacion se da a lo largo de la secuencia de actividades; puntualmente en las actividades uno
y dos la experimentacidn es de tipo fisico, tangible. En las actividades restantes, la experimentacion se da
desde lo virtual y la posibilidad de recurrir a herramientas de Geogebra que permiten mover, medir,
construir, etc.



En la implementacion de las actividades se logré capturar elementos de la heuristica
en la comparacion de magnitudes, como nociones y proposiciones de la estatica y
descomposicion de figuras en otras del mismo tipo, coincidiendo en que via
experimentacion fisica o virtual con el apoyo de Geogebra, aportdé elementos que
mostraron por ejemplo, que determinar un centro de gravedad era solo un pretexto para
estudiar la comparacién de magnitudes que incluyo probar, cuestionarse, experimentar,
visualizar o en el caso de la balanza en llegar a enunciar a la manera de cada grupo y con
su propio lenguaje algunos de los postulados y proposiciones del libro “Sobre el equilibrio
de los planos I’ y en varios momentos, asociar el peso de cada figura con su magnitud
geométrica. Este trabajo de investigacién sin duda permitio vislumbrar con herramientas
de la modernidad un amplio nimero de posibilidades, en el que la experimentacion fisica
y virtual (con el apoyo de Geogebra), trajeron consigo una aproximacion a una forma de
pensar del pasado que prevalece ain en épocas diferentes y que son producto de lo que la
mente humana es capaz de replicar, es decir que hay estados de razonamiento del
pensamiento matematico que bajo cualquier contexto cultural responden a las necesidades

de pensamiento del ser humano.

Respecto al objetivo especifico nimero dos, pudo concluirse que las heuristicas de los
estudiantes de grado noveno en la comparacion de magnitudes observadas en el desarrollo
de las actividades, se aproximaron a la heuristica de Arquimedes a partir de tres elementos

las hipotesis mecanicas, las hipdtesis composicionales y la combinacion de estas.

En esencia se observo rastros de hipotesis de tipo mecanico en los seis grupos,
evidenciados en el momento en el que enunciaron nociones y proposiciones de la estética,
a partir de determinar el centro de gravedad de figuras de una y dos dimensiones, uso de
la ley de la palanca apoyados en condiciones de equilibrio. De igual manera aparecieron
rastros de hipotesis composicionales en los seis grupos en el momento en que propusieron
la descomposicion de figuras en otras del mismo tipo o por composicion de superficies
por cuerdas. En general los grupos iniciaban la solucion de las actividades a partir de
determinar “la mitad” o encontrar un eje central que hiciera las veces de balanza (hipotesis
composicionales) para luego llegar a condiciones de equilibrio (hipotesis mecanicas)
desde la relacion “pesos y distancias iguales” establecidos en el postulado y la proposicién

namero uno del libro Sobre el equilibrio de los planos. Esta heuristica, mostrada de



manera general por los grupos establecié una forma de razonar apoyada en las hip6tesis
mecanicas que encierran del postulado uno al seis y proposiciones uno, dos, tres y ocho.
Se complementa con hipotesis composicionales desde las proposiciones nueve, diez y el
lema seis y los valores tedricos del centro de gravedad para figuras de una y dos
dimensiones y H3 (ver tabla N°6) propuesto por Castro (2007) donde segun el caso cada

figura se puede descomponer en infinitas figuras del mismo tipo o de orden inferior.

Esta forma de proceder arraigada en los grupos no logré trascender a hipotesis
mecanicas basadas en la proposicion nimero ocho (condiciones de equilibrio bajo la
relacion de pesos y distancias desiguales) tal como se evidencid por ejemplo para el grupo
dos en las figuras 21, 22 y 23 y en sus respectivos analisis.

La heuristica reconocida de manera general en los seis grupos se categoriz6 a partir de
la combinacion de hipdtesis mecanicas y composicionales descritas anteriormente bajo
una propiedad comun “buscar la mitad”. La diferencia estuvo en las variaciones que fue
posible distinguir en el momento de analizar las heuristicas de manera particular en la
comparacion de magnitudes en algunas actividades. Dichas variaciones se enmarcaron a
partir de dos tipos de hipotesis mecanicas, las primeras asociadas a la proposicion uno y

las segundas asociadas a la proposicion ocho:

1. Hipdtesis mecanicas bajo proposicion uno que responde a la relacion pesos y

distancias iguales.

2. Hipdtesis mecanicas bajo proposicion uno que responde a la relacion pesos y
distancias iguales transitando hacia hipotesis mecénicas bajo, proposicion ocho

de la estatica que responde a la relacion pesos y distancias desiguales.

A continuacidn se describiran a manera de conclusion algunos de los elementos de la
heuristica de Arquimedes destacados en cada uno de los grupos partiendo de la propiedad

comun y profundizando en los dos tipos de hipotesis mecanicas:



Grupo numero uno

“Buscar la mitad bajo postulado uno y proposicion 1 hipdtesis mecanicas uno”

La forma en la que compararon magnitudes transitd por las hipoOtesis mecanicas y
composicionales evidenciadas en las cinco estrategias; pasaron por el ensayo y error,
enriquecido por la experimentacion fisica, bajo un elemento importante “buscar la mitad”
apoyados en las hipdtesis mecanicas: 1. A pesar de experimentar condiciones de
equilibrio enmarcados en las hipdtesis mecanicas 2, se mantuvieron en las hipotesis
mecanicas 1, recurriendo a las hipotesis composicionales a partir de a la descomposicion

de figuras del mismo tipo, asociando a su vez el peso con su magnitud geométrica.

Desde la experimentacion tanto fisica como virtual fue posible reconocer que el grupo
se aproximd a las nociones y proposiciones de la estatica tal como lo hacia Arquimedes
quien reconocio que era mas facil hacer demostraciones por “via mecanica” para obtener
una idea de la cuestion (Heiberg 1909), para posteriormente acudir a formas geométricas
de demostracion. Por ejemplo en la figura 8, en el caso del paralelogramo, se observo la
construccion de las diagonales y la interseccidn de estas como el centro de gravedad de
la figura, esta estrategia coincidid con la proposicion 10, que pasé de comparar
visualmente, a construir las diagonales y descomponer la figura en cuatro figuras del
mismo tipo, distribuyendo el peso y la cantidad de area de manera uniforme hipoétesis
composicionales. Histéricamente Arquimedes fue el primero en proveer teéricamente que
el centro de gravedad de un circulo era su centro y que el centro de gravedad de un
paralelogramo era la interseccion de las diagonales, aunque los estudiantes no lo hayan
enunciado de esta forma, fue posible identificar que la accion de trazar llevé a pensar que
a partir de la experimentacion los estudiantes hayan llegado a resultados similares, sin
conocer en profundidad el trabajo de Arquimedes. Aqui aparecio la idea de pesar lo
mismo, la relacion area-peso, desde lo planteado en H1, el peso de cada figura es igual a
su magnitud geometrica; por ejemplo, el peso de una linea es su longitud, el peso de una

superficie es su area, etc.



Otro de los elementos destacados, tuvo que ver con que a mayor longitud del punto de
apoyo, mayor peso; el grupo reconocié la distancia como elemento para multiplicar el
peso. Bajo esta forma de comparacion, pudo observarse que el grupo equilibré dos pesos
en el lado izquierdo, con uno en el lado derecho, reconociendo que el peso que se coloco
en cada lado debi0 ser equivalente. Esta forma de comparar magnitudes poco usuales,
recurrié a la experimentacion y de manera espontanea logro capturar elementos de la ley
de la palanca, explicitando en cierta medida la relacion “peso distancia”, acercandose a
la proposicion 8, en la que los pesos eran compensados por las distancias. Se observé
que la comparacién estuvo dada en relacién con la compensacion, a medida que la
longitud de uno de sus lados cambiaba, aumentaba o disminuia el lado de la otra figura,
reconocieron que a pesar de este cambio las figuras se volvian desiguales, es decir no
tenian la misma forma, pero si la misma area. Implicitamente la forma en la que
compararon magnitudes los estudiantes se aproximo bastante a la teorizacién que hizo
Arquimedes. Entre los elementos mas representativos de la heuristica de Arquimedes que
fueron puestos en juego por los estudiantes se destacO el apoyo en las hipotesis
composicionales compensando las figuras a partir de colocar ambas figuras de manera
que tuvieran como diametro o eje comun la misma linea recta que actu6 como los brazos
de la balanza. Las figuras fueron seccionadas por planos, generalmente perpendiculares a
dicho eje, creando infinitas rebanadas de forma que los centros de gravedad estuvieron

sobre el eje comun.

La experimentacién tanto fisica como virtual le brindé al grupo ricas y variadas
experiencias que aungue no expresadas de manera tedrica y rigurosa como lo hizo
Arquimedes, si fueron de gran utilidad en el momento de trabajar con el apoyo del
programa Geogebra, para determinar el centro de gravedad de un segmento, un
paralelogramo, un triangulo, un circulo. Pasar de la experimentacion fisica en las
actividades 1y 2, al apoyo con Geogebra, permitio que los estudiantes tuvieran elementos
de referencia desde los postulados, proposiciones, lema y elementos de la heuristica de
Arguimedes en la comparacion de magnitudes, porque determinar el centro de gravedad
no se restringié Unicamente a encontrar un Unico lugar donde equilibrar una figura;
incluyé comparar magnitudes y establecer condiciones de equilibrio a partir de la relacion

distancia-peso.



Aunque la intencion de este trabajo de investigacién no consistié en evaluar la
incidencia del apoyo de Geogebra en la comparacién de magnitudes, se enfatiz en
observar las acciones y el uso de algunas herramientas que permitieron reconocer
estrategias y acciones similares a las teorizadas por Arquimedes, que fueron

complementadas de manera fisica y virtual.

En sintesis la heuristica presentada por el grupo ndmero uno, en términos de las
estrategias utilizadas en la comparacion de magnitudes, se destacaron la nimero tres y
cuatro, en las que respectivamente usaron elementos geométricos para determinar el
centro de gravedad, ya fuera de forma experimental o virtual y en la determinacion del
centro de gravedad explicitando la comparacion a partir de la relacion (longitud-
peso/longitud-area). Estas estrategias coincidieron con las vertientes empleadas por
Arquimedes en su método de investigacion, presentadas por Guevara (2005) en las que
los estudiantes al parecer en la técnica inicial intuyeron algin resultado a partir de
elementos de la geometria euclidiana combinados con hipétesis composicionales, luego
pasaron a la técnica intermedia verificando la factibilidad de los resultados a partir del
uso de instrumentos, apoyados en hipOtesis mecanicas provenientes de la
experimentacion con centros de gravedad, condiciones de equilibrio y teorizaciones de la
ley de la palanca. Por ultimo llegaron, en la vertiente final, a la verificacion de manera
fisica o virtual mas que una demostracion de lo intuido en la técnica inicial, evidenciada
en la proposicion nueve, diez y el lema seis. La combinacion de la mecénica con la
geometria, caracterizada por buscar mantener relaciones de equilibrio, la descomposicion
de figuras, la asociacién de area-peso y la concentracion del peso en un punto denominado

centro de gravedad.

Profundizando en las hip6tesis composicionales recurrieron con mayor frecuencia a
H1, H2 y H3, reconociendo que todas las figuras tenian peso, pero que este correspondia
con su magnitud geométrica. Dicho peso se distribuia en relacion con el centro de
gravedad que coincidia en muchos casos con el centro geométrico de cada figura,
obtenido a partir de elementos de la geometria euclidiana o por la descomposicion de
figuras del mismo tipo o de orden inferior. En relacion con las hip6tesis mecénicas los
estudiantes usaron los postulados uno, tres y seis, observando que las condiciones de

equilibrio buscaban mantener la relacién de pesos y distancias iguales, buscando siempre



la mitad. Cuando se observaron las acciones de los estudiantes en relacion con las
proposiciones, el panorama se amplié de la relacion de pesos y distancias iguales

(proposicion 1) a la relacion de pesos y distancias desiguales (proposicion 8).

Grupo namero dos

“Buscar la mitad bajo postulado uno y proposicién 1 hip6tesis mecanicas uno-
condiciones de equilibrio o desequilibrio”

La forma en la que compararon magnitudes consistio en transitar por cuatro de las
cinco estrategias, no se observaron acciones que llevaran a relacionarlas con la estrategia
numero 2. Pasaron por el ensayo y error, enriquecido por la experimentacion fisica, bajo
un elemento importante “buscar la mitad” asociado con hipotesis composicionales
distribuyendo el peso dependiendo de la cantidad de érea, asi como la descomposicion de
la figura en otras del mismo tipo o de orden inferior, haciendo uso de elementos
geométricos. En el proceso de comparacion se observo reconocimiento de las hipétesis
mecanicas uno, reconociendo lo que ocurriria en caso de no mantenerse el equilibrio a
partir de las hipdtesis mecénicas dos. Pero esto no fue suficiente permanecieron
arraigados en la relacién de pesos y distancias iguales, en la actividad dos plantearon tres
situaciones de equilibrio que evidenciaron que la comparacion no trascendié mas alla de
lo planteado en el postulado 1 y la proposicion 1, a pesar de proponer una situacion de
equilibrio donde no siempre los clips estaban ubicados de manera simétrica, el sistema se

mantenia en equilibrio.

En general se observé que los estudiantes explicitaron condiciones de equilibrio que
dependian o del peso o de la longitud, pero no las conjugaron de manera simultanea en la
comparacion de magnitudes o por lo menos de manera escrita. Se esperaba que en este
punto de la secuencia de actividades, muchas de las acciones y andlisis presentados por
el grupo no dejaran de lado las relaciones que ya habian explicitado en otras actividades,
como por ejemplo la dependencia pesos iguales-distancias iguales” o “desiguales-
distancias desiguales”. Sin embargo los hallazgos presentados vislumbraron un camino

hacia la comparacién de magnitudes, donde fue posible que los estudiantes explicitaran a



partir de la interaccién con experiencias de tipo fisico y virtual, que nutrieron y le

brindaron elementos que de otra manera quizas, no hubieran transitado.

En sintesis la heuristica presentada por el grupo nimero dos, en términos de las
estrategias utilizadas en la comparacién de magnitudes, se destacaron la nimero cuatro,
en la que determinaron el centro de gravedad explicitando la comparacion a partir de la
relacion  “longitud-peso/longitud-area”. Esta estrategia coincidio con las técnicas
heuristicas empleadas por Arquimedes en su método de investigacion, presentadas por
Guevara (2005), en las que los estudiantes al parecer en la técnica inicial intuyeron algun
resultado a partir de elementos de la geometria euclidiana combinados con hipotesis
composicionales, luego pasaron a la técnica intermedia, verificando la factibilidad de los
resultados a partir del uso de instrumentos, apoyados en hipétesis mecénicas provenientes
de la experimentacion con centros de gravedad, condiciones de equilibrio y teorizaciones
de la ley de la palanca. Por ultimo llegaron en la técnica final, a la verificacion de manera
fisica o virtual, mas que una demostracién de lo intuido en la técnica inicial, evidenciada
en la proposicion ocho, nueve y diez. La combinacion de la mecénica con la geometria,
caracterizada por buscar mantener relaciones de equilibrio, la descomposicion de figuras,
la asociacion de area-peso Yy la concentracion del peso en un punto denominado centro de
gravedad. Profundizando en las hipotesis composicionales recurrieron con mayor
frecuencia a HO, H2 y H4, reconociendo que todas las figuras tenian peso, pero que éste
correspondia con su magnitud geométrica. Dicho peso se distribuia en relacion con el
centro de gravedad que coincidia en muchos casos con el centro geométrico de cada
figura, obtenido a partir de elementos de la geometria euclidiana o por la descomposicién
de figuras del mismo tipo o de orden inferior, determinando a su vez magnitudes con el
apoyo de una balanza. En relacion con las hipétesis mecéanicas los estudiantes usaron el
postulado seis, observando que las condiciones de equilibrio buscaban mantener la
relacion de pesos y distancias iguales, buscando siempre la mitad. Cuando se observaron
las acciones de los estudiantes en relacion con las proposiciones el panorama se amplié a
la relacion de pesos y distancias desiguales (proposicion 3y 8), buscando condiciones de

equilibrio.



Grupo numero tres

“Buscando la mitad visualmente bajo proposicion uno y ocho hipdtesis mecanicas

uno transitando a hip6tesis mecénicas dos”

La forma en la que compararon magnitudes consistié en transitar por cuatro de las
cinco estrategias, pasaron por el ensayo y error, enriquecida por las hipdtesis mecanicas
y la experimentacion fisica, bajo un elemento importante “buscar la mitad” visualmente
usando el criterio “facil o dificil” dependiendo de la figura y buscando razones de porqué
fue posible equilibrarla. Desde la teorizacion presentada por Arquimedes se aproximaron
a la comparacion de magnitudes desde el postulado y la proposicion 1, a su vez tuvo en
cuenta en las hip6tesis composicionales apoyados en la descomposicién de figuras del

mismo tipo, haciendo uso de elementos geométricos.

Lo que el grupo denomind ensayo y error, estaba sujeto a la accion de determinar “la
mitad” midiendo con la regla, para dividir en dos partes iguales y luego probarlo sobre el
tornillo. Estas acciones hicieron que se perdiera el caracter de ensayo y error que fue
asignado por los estudiantes cuando logran construir las diagonales y su interseccion,
utilizando hipotesis composicionales aproximandose a elementos de la heuristica de
Arquimedes, expuesta en la teorizacion que hizo en el libro Sobre el equilibrio de los
planos. En esta direccién sorprendié el proceso de experimentacion hacia el postulado 4
y 5. Sin pedir que encontraran el centro de gravedad de las cinco figuras, las ubicaron
sobre el tornillo haciendo que coincidieran sus centros de gravedad manteniendo el
equilibrio. Fue importante destacar que de otro modo que no fuera la experimentacion
fisica, el grupo no podria haber comprobado que la generalizacion de “hallar la mitad”,
no siempre era valida para encontrar en centro de gravedad y a su vez comparar
magnitudes. Fue precisamente en la actividad numero dos, donde nuevamente la
estrategia mostrada por los estudiantes “via experimentacion” consistid en equilibrar la
balanza rompiendo el esquema de pesos iguales a distancias iguales. Pusieron en juego la
comparacion a partir de la descomposicion de pesos y la relacion con las distancias. En
esta comparacion por descomposicion salieron de lo comun y entendieron que era posible
equilibrar un clip con tres clips, distribuyendo el peso. Aqui se identificaron diferentes

formas de comparacion propuestas por el grupo:



-Relacidn “peso-brazos”, pero brazos es distancia, es decir que se entiende que hay una

relacion directa “peso distancia” para mantener el equilibrio.

-Comparacion por amplificacion utilizaron la balanza como un amplificador de
cantidades; es decir como la balanza iba de 1cm en 1cm hasta 8cm la longitud total de los
brazos y al querer establecer una relacion con una longitud de 10cm, entonces ubicaron
dos clips en 5¢cm y 10 clips en un centimetro. Aqui se observé como la comparacion se
dio en términos de poder comparar magnitudes, multiplicando el peso a ambos lados de

la igualdad.

Desde el trabajo con Geogebra se destacd que el apoyo del software brind6 la
posibilidad de comparar magnitudes a partir de la animacién. En la actividad nimero seis,
el grupo explicd que moviendo el punto N, se iban deformando las figuras a tal punto que
el cuadrado AQ y rectangulo (AC AS) tuvieran la misma cantidad de area, esto porque el
rectangulo se convirtié en un cuadrado igual a AQ. Aqui fue donde el apoyo del software
brind6 la opcion de ver acciones que con el uso de lapiz y papel, tardarian un poco méas o

quizas no se llegarian a observarse.

En sintesis la heuristica presentada por el grupo numero tres, partié de la
experimentacion como medio de comparacion de magnitudes apoyados en hipotesis
composicionales (H3) a partir de acciones como la descomposicion de figuras en otras
del mismo tipo buscando la mitad, el centro de gravedad o el centro geométrico,
ampliando la relacion de pesos y distancias iguales a pesos desiguales y distancias
desiguales, asi como la comparacién de figuras con diferente forma pero igual cantidad
de area. En términos de las estrategias utilizadas en la comparacién de magnitudes, se
destacd la numero tres, en la que usaron elementos de la geometria euclidiana para
determinar el centro de gravedad. Esta estrategia coincidid con las hipotesis
composicionales en el momento de determinar el centro de gravedad de figuras a partir
de encontrar el punto de interseccion de las diagonales o de la interseccion de los

segmentos trazados a partir de los puntos medios de los lados opuestos.



Grupo nimero cuatro

“Buscando la mitad visualmente bajo proposicion uno y ocho hipdtesis mecanicas
uno transitando a hipdtesis mecanicas dos compensacion o intercambio de pesos y

distancias”

La forma en la que compararon magnitudes consistié en transitar por las cinco
estrategias. Pasaron por el ensayo y error enriquecida, por la experimentacion fisica, bajo
un elemento importante “buscar la mitad”. De manera similar a la teorizacion presentada
por Arquimedes se apoyaron inicialmente en la comparacién de magnitudes desde el
postulado y la proposicion 1, apoyados en las hipdtesis composicionales referentes a la
descomposicion de figuras del mismo tipo, haciendo uso de elementos geométricos que
les permitieron entender la comparacion a partir del intercambio de pesos y distancias.
Plantear hipdtesis y verificarlas experimentalmente llevd a los estudiantes a acercarse a

elementos de la heuristica de Arquimedes.

Desde el apoyo con Geogebra, el grupo de estudiantes propuso acciones que los
llevaron a equilibrar cada objeto. Las acciones que se reconocieron para hallar el centro
de gravedad de las figuras utilizaron las herramientas poligono, rectas, punto medio,
interseccion entre dos puntos etc. En el caso del circulo, el proceso fue diferente para
hallarle el centro de gravedad, tuvieron que construir un cuadrado con las mismas
medidas, trazandole una linea por la mitad y hallandole el centro, para luego trazarle una
linea entre dos puntos y determinar las medidas que necesitaban, también utilizaron la
herramienta compas y sacaron medidas exactas. “Inscribir el circulo en un cuadrado” aqui
buscaron hacer coincidir los centros de gravedad para determinar el lugar donde debia
apoyarse, es decir hallar el centro-postulado 1-, aqui de manera similar como lo hacia
Arquimedes estaban buscando cuadrar la figura, no en términos de tener la misma area
sino en tener un referente para poder determinar el centro de gravedad, aqui se presento
una forma de comparacion que consistio en buscar hacer coincidir los centros de
gravedad-postulado 4, H2 o en otras palabras trabajar como lo hacia Arquimedes en
recurrir a lo conocido (el centro de gravedad de un cuadrado) para determinar el centro
de gravedad del circulo, que era lo que no conocia. Relacionar esta forma de comparar

con la manera como Arquimedes solucionaba los problemas, ir de lo conocido a lo



desconocido. Por ejemplo hallar el volumen de la esfera a partir del volumen del cilindro

y el cono.

En general, las acciones desarrolladas por los estudiantes para determinar el centro de
gravedad hicieron uso de hipdtesis composicionales, que fueron complementados con
elementos geométricos a partir de algunas herramientas como punto medio, segmento,

punto de interseccion, finalmente sintetizaron diciendo que el centro de gravedad de:

Una linea recta es la mitad el centro H1.

e Un paralelogramo es el centro de la figura proposicion 9y 10.
e Un tridngulo es el centro de tal H2.

e Un circulo es un poco dificil de hallar porque toca trazar cuadrados alrededor y

hay si hallarle el centro, o pues asi lo hice-postulado 4.

En sintesis la heuristica presentada por el grupo ndmero tres, parti6 de la
experimentacion como medio de comparacién de magnitudes, apoyados en hipétesis
composicionales a partir de la descomposicién de figuras en otras del mismo tipo
buscando “la mitad”, el centro de gravedad o el centro geomeétrico. Ampliando la relacion
de pesos y distancias iguales a pesos desiguales y distancias desiguales bajo las hipotesis
mecanicas uno y dos, afiadiendo la comparacion a partir de la compensacion o

intercambio de pesos y distancias para mantener las condiciones de equilibrio.

Grupo numero cinco

“Buscando la mitad-eje central- bajo hipdtesis composicionales-condiciones de

equilibrio o desequilibrio”

La forma en la que compararon magnitudes consistio en transitar por las cinco
estrategias. Pasaron por el ensayo y error, enriquecida por la experimentacion fisica, bajo
hipdtesis composicionales buscando el eje central asociada con distribuir el peso
dependiendo de la cantidad de area, asi como la descomposicion de la figura en otras del

mismo tipo o de orden inferior, haciendo uso de elementos geométricos. En el proceso de



comparacion se observo reconocimiento de la relacidn pesos y distancias iguales, al igual
que pesos y distancias desiguales, pero no lograron que trascendiera de manera amplia en
la mayoria de actividades. Desde la teorizacion presentada por Arquimedes se
aproximaron al postulado y la proposicion 1.

Particularmente en la actividad numero uno, se presentaron dos formas de
comparacion, la primera buscaba determinar un eje central o en palabras de Arquimedes
el punto de apoyo para que la masa fuera equivalente en todos sus lados, la idea de hacer
uso de un eje iba en la direccion de las hip6tesis composicionales, siendo este uno de los
primeros pasos propuestos en la comparacion de magnitudes. La segunda consistié en
dividir la figura haciendo uso de elementos geométricos en partes de tal forma que la
masa también fuera equivalente. El grupo de estudiantes contrastd las dos formas
determinando el mismo centro de gravedad. Cabe destacar que la experimentacion fue
fundamental para el grupo; al ver que la figura dificilmente se equilibraria sobre la cuerda,
optaron por usarla para envolver el paralelogramo no solamente por sus lados, sino
logrando unir vértices para construir las diagonales, cuya interseccion les permitid
determinar el lugar donde debia apoyarse para mantenerse en equilibrio. Este conjunto de
acciones con el Unico objetivo de mantener en equilibrio la figura, mostré que los
estudiantes reconocieron, tal como lo plantea HO-H2, que todas las figuras tienen peso y
centro de gravedad, pero hallar el centro de gravedad es quizas el fin y la riqueza esta en
la forma como usaron de manera espontanea acciones que les permitieron hacer

comparaciones ya sea por medios fisicos-experimentales o fisico geométricos.

En sintesis la heuristica presentada por el grupo ndmero cinco, partio de la
experimentacion como medio de comparacién de magnitudes, apoyados las hipétesis
composicionales a partir de acciones como la descomposicién de figuras en otras del
mismo tipo buscando el eje central, el centro de gravedad o centro geométrico,
manteniendo la relacion de pesos y distancias iguales a pesar de transitar por hipotesis
mecanicas bajo la relacion de pesos y distancias desiguales, reconociendo condiciones de
equilibrio o desequilibrio, logrando relacionar el peso de cada figura con su magnitud

geomeétrica.



Grupo numero seis

“Buscando la mitad- mismo eje- bajo hipdtesis mecanicas uno transitando hacia

hipotesis mecanicas dos-compensacion o intercambio de pesos y distancias”

La forma en la que compararon magnitudes consistié en transitar por las cinco
estrategias; pasaron por el ensayo y error, enriquecida por la experimentacion fisica, bajo
hipdtesis mecanicas buscando la mitad. Desde la teorizacidn presentada por Arquimedes
se aproximaron a la comparaciéon de magnitudes desde el postulado y la proposicion 1,
apoyados a su vez en hipotesis composicionales a partir de la descomposicion de figuras
del mismo tipo, haciendo uso de elementos geométricos que les permitieron entender la

comparacion a partir del intercambio de pesos y distancias.

Puntualmente en la actividad nimero uno pudo observarse como la experimentacion
fisica aport6 elementos a las hipo6tesis mecanicas en la comparacion de magnitudes, esto
se evidencio en el momento en el que los estudiantes inscribieron el circulo en el
cuadrado, encontrando el diametro a partir de la longitud del lado del cuadrado, para asi
poder determinar el punto de equilibrio. Finalmente a la longitud del didmetro
encontraron el punto medio, usando la regla. Para el caso del cuadrado, la estrategia
consistio en envolver por los lados con la cuerda y cruzandola por los vértices hallando
las intersecciones y determinando el punto donde debia apoyarse la figura para
mantenerla en equilibrio. Esta forma de proceder se aproximé con lo planteado por
Arguimedes en la proposicion 10 y el lema 6. Algo que pudo destacarse fue la creatividad
puesta en esta forma de encontrar el centro de gravedad y de paso en comparar
magnitudes. Partieron de una idea trabajada por Arquimedes en una de sus proposiciones
donde se hizo coincidir los centros de gravedad, para comparar magnitudes; si estos
coincidian entonces era posible equilibrar la figura, Libro sobre el equilibrio de los planos
|. Estaestrategia fue una de las que se destacé en la heuristica de Arquimedes, recurriendo
a problemas ya resueltos para luego dar tratamiento a la nueva situacion, Historicamente
este hecho pudo ser ejemplificado en la proposicion 2 del libro del Método. Arquimedes
conocia por sus antecesores el area del cono y el cilindro, los utiliz6 para hallar el area de
la esfera, Sienra (1983). En sintesis puedo decir que particularmente las acciones del

grupo llevaron a mostrar que la comparacion de magnitudes se dio por la accion de hacer



coincidir centros de gravedad que a su vez hicieron que las figuras pudieran mantenerse

en equilibrio.

Particularmente en el tridngulo argumentaron que el centro de gravedad se hallaba no
precisamente en el centro, sino distribuyendo el peso a lo largo de un eje imaginario, (aqui
aparentemente subyace una idea de comparacion a partir de la compensacion de pesos
bajo un mismo eje-hipdtesis composicionales.). Se dieron cuenta que habia lugares de la
figura donde era mas delgada que el otro, aqui implicitamente la estaban partiendo en
figuras que permitieran distribuir el peso. El pedazo méas delgado iba a ser mas liviano
que el otro, entonces lo que se buscaron fue una parte que estuviera entre los dos

implicitamente se trabajo las hipdtesis mecanicas dos con el postulado 8.

En sintesis el grupo de estudiantes recurrio a las hipétesis composicionales en el
momento en que transfirieron implicitamente a una hipotética balanza, distribuyendo el
peso a lo largo de un eje imaginario “subyace la idea de comparacion a partir de la
compensacion de pesos bajo un mismo eje” que se apoy0 directamente en el postulado y
la proposicion 1, junto con H4. A partir de la experimentacion llegaron a establecer lo
propuesto en la estrategia 5, a partir de la relacion peso-longitud. Esta relacién se apoyd
en hipdtesis mecénicas bajo el postulado 1 que fue enunciado verbalmente por los

estudiantes asi:

-Pesos iguales a distancias desiguales no se mantiene en equilibrio se inclina hacia el
lado de mayor distancia.
-La misma distancia y el mismo peso a ambos lados de la balanza se mantienen en

equilibrio.

Se evidencid que para el grupo de estudiantes hubo unas condiciones de equilibrio
previas que fueron construidas a partir de una experiencia de desequilibrio. Cuando se
indago a los estudiantes por las condiciones de equilibrio al ubicar clips a lado y lado de
la balanza a diferentes distancias, mencionaron el principio de la palanca diciendo “se
esta enunciando la ley de Arquimedes que dice que con un punto de apoyo y un lado mas

largo de un palo o algo se puede levantar cualquier objeto.



Pasando al apoyo del software Geogebra, especificamente en la actividad nimero tres,
lograron encontrar el centro de gravedad de los objetos construidos. Usaron las
herramientas “punto medio”, construccion de diagonales y punto de interseccion llegando

implicitamente a utilizar el lema 6 y las proposiciones 9 y 10.

Como forma de ilustrar las acciones de los estudiantes en el momento de encontrar el
centro de gravedad, propusieron de manera similar los valores tedricos del centro de

gravedad para una y dos dimensiones:

e El centro de gravedad de una linea recta es su mitad, la linea tiene una medida de
donde podemos sacar su centro o su mitad.

e El centro de gravedad de un triangulo es la medida que se saca de la mitad de cada
uno de sus lados, de esta forma se saca la mitad de los lados y si las unimos forma
con lineas rectas nos dara el centro que buscamos.

e El centro de gravedad de un circulo es de acuerdo a su radio, ya que si tenemos el
radio tenemos un punto medio que forma el punto de gravedad, al igual podemos
hacer un cuadro por encima del circulo y dividirlo en la mitad cada uno de sus

lados.

Este conjunto de acciones determiné indicios que lograron rastrear una forma de
pensar similar a la mostrada por la Historia de las Matematicas en Arquimedes. EI hecho
de enunciar de forma parecida a la teorizacion hecha por Arquimedes, o recorrer
histéricamente algunos de los episodios que posiblemente atravesd dicho pensador y que
fueron condensados en su heuristica, mostraron que los estudiantes lograron comparar
magnitudes particularmente longitudes y areas, partiendo de determinar el centro de
gravedad de figuras y, para el caso donde la tarea parecia dispendiosa, recurrieron a
relacionar con experiencias y resultados conocidos que les permitieron llegar a dar

solucion a la situacion.

Otro de los hallazgos que se destacd, se asoci6 con la comparacidén de magnitudes en
la actividad cuatro en términos de distancias iguales y pesos iguales para mantener la
condicion de equilibrio. Cuando las areas eran iguales significd que tenian el mismo peso

y se mantuvieron en equilibrio y sus longitudes eran iguales entonces su area también.



Este planeamiento encerrd un importante hecho que en Arquimedes fue visto como la
relacion que era posible establecer entre la figura y su magnitud, para este caso los
estudiantes logran mostrar que tal como lo planea HO, el peso del paralelogramo es su
area, que a su vez depende de la distancia a la que se encuentra respecto al punto de apoyo

para que se mantenga en equilibrio.

En sintesis la heuristica presentada por el grupo ndmero seis, partio de la
experimentacion como medio de comparacion de magnitudes apoyados en acciones como
la descomposicion de figuras en otras del mismo tipo, buscando la mitad, el centro de
gravedad o el centro geométrico, ampliando la relacion de pesos y distancias iguales a
pesos desiguales y distancias desiguales, afiadiendo la comparacion a partir de la
compensacion o intercambio de pesos y distancias para mantener las condiciones de

equilibrio.

Hasta este momento se han presentado conclusiones respecto a los objetivos
especificos desde el disefio y la implementacion de la secuencia de actividades y la
descripcidn de las heuristicas de los estudiantes de grado noveno en la comparacién de
magnitudes. Apoyados en estas conclusiones fue posible observar que el objetivo general
se cumplio al poder identificar los elementos de la heuristica de Arquimedes a los que los
estudiantes se aproximaron fueron a las hipotesis mecénicas e hipotesis composicionales
y la combinacion de estas. Fue a partir de los registros documentales de los estudiantes y
la ubicacion de las acciones en estrategias, que fueron asociadas con nociones 0
proposiciones de la estatica o con la descomposicion de figuras en otras de mismo tipo o
de orden inferior. A partir del disefio e implementacion de la secuencia de actividades, se
logré describir las heuristicas de los seis grupos bajo la propiedad comun de buscar la
mitad con variaciones especificas para cada grupo dependiendo de las hipdtesis

mecanicos uno o dos, complementadas con las hipdtesis composicionales.

Se logré dar respuesta a la pregunta de investigacion, reconociendo que en el recorrido
de los estudiantes por la secuencia de actividades, se aproximaron a elementos usados
por Arquimedes de manera espontanea. Esto se afirma porque en las actividades se
observaron estrategias que de una manera u otra capturaron elementos de la heuristica en

la comparacion de magnitudes, coincidiendo en que via experimentacion, tal como lo



reconocia Arquimedes, se aportd elementos que mostraron por ejemplo, que determinar
un centro de gravedad era solo un pretexto para estudiar la comparacion de magnitudes
que incluyo probar, cuestionarse, experimentar, visualizar o en el caso de la balanza en
llegar a enunciar a la manera de cada grupo y con su propio lenguaje algunos de los
postulados y proposiciones del libro “Sobre el equilibrio de los planos I” y en un hecho

destacado, asociar el peso de cada figura con su magnitud geomeétrica.

Para ilustrar con mas detalle sobre lo que sea ha concluido se presenta en la figura 42

un mapa, donde se pretende dar a conocer los hallazgos de la investigacion:

Figura 42. Estructura del trabajo de investigacion
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—
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-valores tedricos centros de
pravedad)

Intuye algin resultado basado
£n leyes geométricas
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instrumentos
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En la figura 42 se bosquejan en la parte izquierda la Historia de las Matematicas,
puntualmente bajo la heuristica de Arquimedes entendida como una forma de pensar o
proceder que se organiza a partir de tres vertientes inicial, intermedia y final. Dichas
vertientes permiten organizar la heuristica de Arquimedes mostrando que a partir de la
experimentacion se intuia algin resultado basado en leyes geométricas, pasando por una

comprobacién a traves de instrumentos, llegando a una demostracion. Estas vertientes



son enriquecidas con los elementos de la heuristica de Arquimedes, puntualmente
denominados hipotesis composicionales e hipdtesis mecanicas; las primeras obedecen a
la descomposicion de figuras en otras del mismo tipo o de orden inferior, las segundas a
nociones o proposiciones de la estatica. Ambos tipos de hipétesis se asociaron para el
caso de las composicionales con las proposiciones 9, 10, el lema 6 y los valores tedricos
de los centros de gravedad. Las mecanicas se asociaron con los postulados teorizados por
Arquimedes en el libro Sobre el equilibrio de los planos del uno al seis y las proposiciones
1 y 8. Las hipotesis sirvieron de insumo para estructurar la secuencia de actividades
apoyadas en la balanza y Geogebra. Toda esta estructura fue llevada al aula de clase a
través de la implementacion de la secuencia de actividades, donde fue posible identificar
y describir heuristicas de los estudiantes de grado noveno que se aproximaron a los
elementos de la heuristica de Arquimedes a partir de cinco estrategias en la comparacion

de magnitudes.

En general este trabajo de investigacion permitié vislumbrar con herramientas de la
modernidad un amplio nimero de posibilidades, en el que la experimentacion fisica y
virtual (con el apoyo de Geogebra), trajeron consigo una aproximacion a una forma de
pensar del pasado que prevalece aun en épocas diferentes y que son producto de lo que la
mente humana es capaz de replicar, es decir que hay estados de razonamiento del
pensamiento matematico que bajo cualquier contexto cultural responden a las necesidades

de pensamiento del ser humano.
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