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Introduccion

La idea de identificar y describir un desarrollo conceptual o del pensamiento (Vygotski, 1929,
1989) sobre como los estudiantes interpretan y hacen uso de la letra cuando, en el ambito
escolar, resuelven tareas sobre generalizacion de patrones, a la vez que en esta actividad
matematica se hace necesario usar representaciones semidticas , se constituye en un tema de
interés por parte de la comunidad de investigadores en educacion matematica, especificamente
de aquellos investigadores dedicados a la didéctica del algebra (ver, por ejemplo, Gallardo &
Rojano, 1988; Kieran & Filloy, 1989; Medina, 1998; Rojas & Vergel, 2013; Vergel, 2014a,
Vergel, 2014b). En particular Vergel (2014b) sugiere que una de las formas de introducir el

algebra en la escuela es a través del trabajo sobre generalizacion de patrones.

En este sentido, asumimos como un problema didactico el desarrollo del pensamiento, enfocado
en el contexto de la interpretacion de la letra desde la teoria de Kiichemann (1981), en el cual los
alumnos expresan sus generalizaciones; aclarando que estas se producen por parte de los

. , . : 1
estudiantes y podrian no ser necesariamente tan sofisticadas .

La idea de representacion semidtica, o, en términos vygotskianos, la idea de signo es clave para
entender los procesos de desarrollo conceptual. En este sentido, el signo cumple el papel de una
operacion significativa. Asi como lo asegura Vergel (2014b), los signos no se limitan unicamente
a su funcion representativa, la eleccion de ellos no es neutra o independiente y dicha eleccion

orienta el destino en el cual se expresa el pensamiento, el destino de la comunicacion.

De esta manera, el proposito de esta investigacion es identificar y describir un desarrollo
conceptual, en términos de Vygotski, de como los estudiantes de grado octavo de Educacion
Basica Secundaria (13 — 15 afios) interpretan y hacen uso de la letra, especificamente cuando se

enfrentan a tareas sobre generalizacion de patrones.

Entendiendo lo sofisticado como expresiones en términos de signos alfanuméricos, Vergel (2014).



Respecto al desarrollo, Vergel (2014b), con base en los planteamientos de Vygotski, afirma que
¢éste es considerado en términos de saltos revolucionarios fundamentales més que en términos de
incrementos cuantitativos constantes, y concluye que “la creencia en el método genético, de
acuerdo con Vygotski, significa que el pensamiento se puede desarrollar” (p. 42), ademas que la
idea de desarrollo, lejos de ser ingenua desde los planteamientos de Vygotski, cobra especial
relevancia en su teoria del desarrollo genético. Asi mismo, en términos de Wertsch (1985/1988),
el desarrollo se define en términos de aparicion y transformacion de las diversas formas de
mediacion y su nocioén de interaccion y sefiala que su relacion con los procesos psicoldgicos

superiores, por ejemplo el de generalizacion, implica necesariamente los mecanismos semidticos.

Entonces, estamos interesados en analizar los instrumentos de mediacion semidtica o signos que
los estudiantes movilizan y como estos se vuelven cada vez mas sofisticados. De hecho, si
compartimos con Vergel (2014b) que las funciones psicologicas culturales “superiores” aparecen bajo
la influencia de los instrumentos simbdlicos o semidticos, entonces podemos estudiar el desarrollo
conceptual de los estudiantes, asi sea en cortos periodos de tiempo, a través del analisis de los signos o
instrumentos de mediacion semidtica que ellos utilizan como medios de expresion de sus producciones
matematicas, en este caso, producciones sobre el uso y la interpretacion de la letra como ntmero
generalizado. El trabajo lo hemos dividido en cinco capitulos. En el primero de ellos exponemos el
planteamiento de nuestro problema de investigacion, en el cual exponemos la pregunta de

investigacion ligada a una justificacion conceptual y los objetivos asociados a ésta.

En este sentido, la pregunta que orienta el estudio es: ;Qué proceso de desarrollo de pensamiento
se evidencia en estudiantes de grado octavo al resolver tareas sobre generalizacion de patrones
que exijan la interpretacion y uso de la letra como numero generalizado? Seguidamente
abordamos los antecedentes de nuestro estudio, teniendo en cuenta las dificultades en el
desarrollo del pensamiento y ademads aspectos sobre el proceso de generalizacion en la didactica

de las matematicas.

El segundo capitulo lo destinamos a presentar los referentes tedricos que fundamentan la
investigacion. Asi pues, los elementos tedricos se centrardn en la interpretacion y uso que se hace
de la letra desde la teoria de Kiichemann (1981), relacionados con los niveles de comprension

establecidos por Collis (1975), consideraciones practicas sobre patrones para el trabajo en la
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transicion aritmética—algebra con base en Pretexto (1996/1999) y sobre los niveles en la
generalizacion de patrones desarrollados por Azarquiel (1993), en tanto proponen elementos que
deben ser abordados desde el trabajo aritmético y que permiten un transito mas natural hacia el

trabajo algebraico, lo que sugiere un desarrollo en el proceso de generalizacion.

Seguidamente, en el Capitulo 3 proponemos los referentes metodologicos y el disefio de la
investigacion, en el cual presentamos la caracterizacion de la poblacion, asi como la fase inicial o
de pilotaje, el disefio y la justificacion de las tareas propuestas. Para finalizar el capitulo se
muestran los procesos de recoleccion, sistematizaciéon y clasificacion de la informacién.
Posteriormente, exponemos los elementos relacionados con la constitucion de los datos y la

descripcion de como se hizo el analisis de los mismos.

En el capitulo 4 presentamos la sistematizacion y el andlisis de las producciones de nuestros
estudiantes con respecto a las siete tareas propuestas sobre generalizaciéon de patrones,
enfocandonos en la informacion acerca del uso e interpretacion que le daban a la letra en cada
una de ellas y asi llegar a pronunciamientos sobre su proceso de desarrollo conceptual o del

pensamiento.

Finalmente, en el Capitulo 5 exponemos a manera de conclusiones los resultados de nuestro
estudio, obtenidos del analisis de los datos, asi como algunas reflexiones finales que se derivan

de este trabajo.



Capitulo 1
La Investigacion

1.1 Justificacion y elementos problematicos del estudio

Partiendo de la idea de Sierspinska (1993, citado por Medina, 1999) quienes sugieren que en las
investigaciones relativas a educacion matematica se debe profundizar entre otras, en las
situaciones de ensefianza/aprendizaje y la realidad de las clases de Matematicas, es de gran
importancia para nosotros en particular, la investigacion sobre el desarrollo de las habilidades de
generalizacién de patrones matematicos dentro del ejercicio escolar, relevancia que debe ser
explorada con mayor interés por los docentes, debido a que el trabajo con este tipo de
regularidades y su generalizacion estan ausentes en gran parte del curriculo escolar, aun cuando
el MEN (2006) sugiere abordar la idea de pensamiento variacional como el estudio de la
variacion y el cambio, las regularidades y la deteccion de los criterios que las rigen o las reglas de

formacion de patrones que se repiten periodicamente.

En este sentido, el interés por investigar sobre el desarrollo conceptual y del pensamiento de los
estudiantes que inician el aprendizaje del 4algebra ha llevado a muchos a analizar las
interrelaciones del lenguaje algebraico con el lenguaje natural y con el de la aritmética, es asi que
un buen numero de investigaciones realizadas a partir de los afios 1980 dan cuenta de las maneras
en que el arraigo al pensamiento numérico y a los significados coloquiales de las palabras permea
la interpretacion y uso de las letras y las expresiones algebraicas en las etapas iniciales del

aprendizaje del algebra (Sandoval, Ruvalcaba & Gonzalez, 2010).

Por otra parte, los estandares del National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) del afio
2000, estipulan que el algebra se aprende mejor al ser considerada como un conjunto de técnicas
y conceptos ligados a la representacion de relaciones cuantitativas y como una clase de
pensamiento matematico para formalizar patrones, funciones y generalizaciones (NCTM, 2000).

En iguales términos, Amit (2008, citado por Sandoval et al., 2010) plantea que tanto como



proceso y como producto de la educacidbn matematica, la generalizacion tiene méritos e
importancia como un objetivo instruccional en si, sin embargo, esta puede también servir como
un medio para construir nuevo conocimiento, actuando como un iniciador para futuro aprendizaje

en el algebra.

De esta manera, son numerosos los investigadores que sefalan el desarrollo de las habilidades en
la generalizacion de patrones como el preambulo necesario para el estudio del algebra. Siguiendo
con Sandoval et al (2010), cuando los estudiantes exploran patrones, se dedican a detectar
similitudes y diferencias, clasificar, etiquetar, buscar algoritmos, conjeturar, argumentar,
establecer relaciones numéricas entre componentes o bien, a generalizar los datos y relaciones

matematicas, desarrollan habilidades que son fundamentales para el aprendizaje del algebra.

El trabajar con patrones proporciona a los estudiantes la oportunidad de observar y verbalizar sus
generalizaciones y de registrarlas simbolicamente conformando una util y concreta base para la

manipulacion simbdlica (English & Warren 1998, citado por Sandoval et al., 2010).

Teniendo en cuenta estas consideraciones, parte de nuestro interés radica en la busqueda de
situaciones de aprendizaje que puedan ayudar a los estudiantes a superar la multiplicidad de
dificultades que enfrentan cuando empiezan su transicion de la aritmética al algebra en donde
aparece el lenguaje algebraico al que no le “ven” sentido y que les lleva a asignar valores
numéricos a las letras o a la sobre-generalizacioén de ciertas propiedades (Castro, 2012). En este
sentido, la principal critica que se hace a este acercamiento es que introduce al nifio a un
simbolismo desprovisto de significado, ignorando que viene de trabajar con la aritmética, donde
los simbolos se relacionan con diversas fuentes de significado y los contextos de los problemas

determinan mucho la manera de resolverlos.

A partir de estas dificultades se han llevado a cabo diversos estudios; por ejemplo, Mason,
Graham, Pimm & Gower (1985) proponen cuatro etapas para la ensefianza del algebra; Castro,
Rico & Castro (1995) mencionan que la identificacion de patrones en diferentes contextos es vital
para la ensenanza de las matematicas. Alonso (1996) citado por Butto (2005), argumenta que una

de las dificultades de los estudiantes con los procesos de generalizacion es encontrar términos



generales y llegar a una expresion simbolica; por ello se debe desarrollar o guiar a los estudiantes
a visualizar las semejanzas o similitudes en los problemas planteados. De la misma manera,
Zarzar (2011) citando a Durdn Ponce (1999), plantea que el trabajo con patrones se puede lograr
con procedimientos recurrentes y la interaccion entre iguales y a Reggiani (1994), quien afirma

que la generalizacion es la base para el desarrollo de un pensamiento algebraico.

La justificacion para estudiar aspectos relacionales del algebra, en palabras de Vega (2014) puede
hacerse desde recomendaciones curriculares como la que plantea el NCTM (2000) en el estandar
para la educaciéon matematica para la etapa 6-8: “iniciar la comprension conceptual de los
diferentes usos de las variables, explorar relaciones entre expresiones simbolicas y, reconocer y
generar formas equivalentes de expresiones algebraicas sencillas”. Se sefiala que “los alumnos de
los niveles medios deberian aprender el 4dlgebra como un conjunto de conceptos y habilidades
referentes a la representacion de relaciones cuantitativas, y como una forma de pensamiento
matematico para formalizar patrones, funciones y generalizaciones (...). Y aprender a reconocer y
generar expresiones equivalentes”. En consecuencia, siguiendo con Vega (2014), debe tenerse
presente una de las premisas planteadas por el NCTM (2000) en la que se sefiala que “Los
alumnos deberian ser capaces de operar con soltura con expresiones algebraicas, de combinarlas
y de cambiar su forma. Estas destrezas constituyen la base de la habilidad para hallar las

soluciones de una ecuacion, un objetivo que siempre ha sido central en el curriculo de Algebra”.

No obstante, es un hecho que el aprendizaje del algebra continua siendo una dificultad para los
estudiantes y en algunos casos, esta dificultad se debe en parte a que esa transicion se realiza de
manera lineal y no genera en los estudiantes una conceptualizacion matematica. La investigacion
en didactica del algebra, muestra resultados que acceder al algebra a través de los procesos de

generalizacion puede ser una ruta viable para acceder al pensamiento algebraico.

Es asi, que al tener en cuenta todos los aspectos mencionados anteriormente, consideramos el
acercamiento al algebra y en ella la generalizacion, resaltando la capacidad de desarrollar en los
estudiantes la posibilidad de percibir un patréon, asi como la capacidad para comunicarlo y
expresarlo en un lenguaje algebraico. Dado que, al estimular la habilidad de expresar

generalidades, los estudiantes aprenden a ver lo general en lo particular y viceversa. Segin



Mason et al. (1985), la generalidad es fundamental para acceder al algebra de una manera

significativa y construir su conocimiento.

En la iniciacion al algebra escolar son varios los problemas que pueden presentarse y que segin
Kieran (1989), citado por Pretexto (1996/1999) estarian relacionados el cambio de convenciones
respecto del referente aritmético, la interpretacion de las letras y el reconocimiento y uso de
estructuras. En este sentido, los conceptos o nociones que estan en la base de la aritmética poseen
una dificultad conceptual importante provocando, de manera natural, dificultades tanto para su
ensefianza como para su aprendizaje, que se manifiestan generacion tras generacion y que pueden
permanecer en €l si no se lleva a cabo un trabajo para superarla, lo cual, como especulacion
estimable, puede ser una de las razones para la actitud displicente de los estudiantes para con las

matematicas.

Por tanto, en concordancia con Pretexto (1996/1999), se considera una necesidad promover
actividades que busquen el desarrollo del pensamiento que permitan provisionar a los estudiantes
de herramientas e ideas propias que les sean utiles a largo plazo y en diversos contextos, que les
permitan comprender las distintas concepciones del algebra, desde diferentes enfoques, como
aritmética generalizada, como lenguaje, como el estudio de métodos para la resolucion de
problemas, como el estudio de relaciones entre cantidades, como el estudio de estructuras y
relaciones funcionales, el estudio y generalizacioén de patrones y relaciones numéricas, el estudio
de estructuras abstraidas de célculos y relaciones, el desarrollo y la manipulacidon del simbolismo,
y la modelizacion como dominio de expresion y formalizacion de generalizaciones, tal y como lo
han trabajado autores como Kaput (1998, 2000), Schliemann, Carraher, Brizuela, Earnest,
Goodrow, Lara-Roth y & otros (2003), Usiskin (1988), Bednarz, Kieran & Lee (1996) y Drijvers
& Hendrikus (2003).

En este sentido, se asumird como un problema didactico el desarrollo del pensamiento en el
contexto de la interpretacion de la letra desde la teoria de Kiichemann (1981) en las cuales los
alumnos expresan sus generalizaciones permitiéndole experiencias matematicas empiricas, en
tanto el estudiante se enfrentard a una primera tarea sobre patrones, solamente valiéndose de su

experiencia (poca o mucha) con este tipo de situaciones y a partir de este primer momento, cada



vez que avance, las tareas anteriores empezaran a hacer parte de su experiencia y a medida que
manipula cada instrumento, construye cada expresion, la estudia y la refina para lograr una mejor.
Asi, estard vivenciando un nuevo tipo de experiencias, a las que Vasco (2013) denomina

“Experiencia interna”.

A partir de esta posicion, sobre las categorias de comprension de la letra y la interpretacion del
concepto de letra como nimero generalizado a partir de una secuencia de tareas sobre patrones
figurales, se analizaran las generalizaciones que producen los estudiantes sobre las tareas, las
cuales no necesariamente llegardn a ser en términos de signos alfanuméricos, y como éstas se
desarrollan dentro de una serie de actividades de ensefianza y aprendizaje en el contexto de tareas

sobre generalizacion de patrones.

1.2 Pregunta orientadora del estudio

Una de las mayores dificultades con que se encuentra un alumno al iniciar los estudios formales
esta en el uso y significado de las letras. Esto lleva a pensar que las dificultades del algebra se

deben a la naturaleza abstracta de sus elementos (Azarquiel, 1993).

Asi pues, inicialmente los alumnos en su trabajo pueden situarse en alguno de los tres niveles
propuestos por Collis (1975, citado por Azarquiel, 1993): los de nivel mas bajo tienden a sustituir
un numero concreto por una letra y si no funciona, abandonan. En el segundo nivel, lo intentan
con varios numeros, utilizando un método de ensayo y error. Después, los alumnos ya han
obtenido el concepto de numero generalizado expresandolo con un simbolo, que se puede ver
como una entidad en si misma, que tiene las mismas propiedades que cualquier niimero, y los
nameros tienen un significado concreto debido a las experiencias previas que se han tenido con

ellas.

De esta manera, el proposito de este estudio es identificar y describir un desarrollo conceptual, en
términos de Vygotski, de como los estudiantes interpretan y hacen uso de la letra cuando se

resuelven tareas sobre generalizacion de patrones.



En este sentido, apoyados en los planteamientos vygotskianos sobre desarrollo y centrados en su
relacion con aspectos teoricos basados en los trabajos realizados por Kiichemann, se pretende
aportar elementos de respuesta a la pregunta ;Qué proceso de desarrollo de pensamiento se
evidencia en estudiantes de grado octavo al resolver tareas sobre generalizacion de patrones que

exijan la interpretacion y uso de la letra como numero generalizado?

1.3 Objetivos del estudio

1.3.1 Objetivo general

Describir y analizar el proceso de desarrollo de pensamiento en estudiantes de grado octavo al
resolver tareas sobre generalizacion de patrones que exijan la interpretacion y uso de la letra

como numero generalizado.

1.3.2 Objetivos especificos

e Identificar tareas sobre generalizacion de patrones, adaptarlas para estudiantes de grado
octavo, que exijan en su solucidon la interpretacion y uso de la letra como numero
generalizado, y describir sus producciones matematicas

e Analizar en las producciones de los estudiantes, con respecto a las tareas implementadas,
caracteristicas de la interpretacion y uso de la letra como numero generalizado.

e Explorar, en el contexto de la actividad matematica de los estudiantes, relaciones entre las
caracteristicas de la interpretacion y uso de la letra como niimero generalizado y el

desarrollo de pensamiento.

1.4 Antecedentes del estudio

El pensamiento algebraico como linea de estudio en investigacion en Didactica de las
Matematicas se ocupa de los fenomenos de ensenanza, aprendizaje y comunicacion de los

conceptos algebraicos en el Sistema Educativo y en el medio social (Socas, Camacho, Palarea &



Hernandez 1996). En este sentido, referenciado desde su articulo “Perspectivas De Investigacion
En Pensamiento Algebraico”, las investigaciones sobre las letras con significado algebraico
(variables) estdin documentadas en trabajos como Wagner & Kieran (1989), Kieran & Filloy
(1989), Socas et al (1996), Kieran (1992), Rojano (1994), Bednarz, Kieran, & Lee (1996),
Palarea (1998).

Asi mismo, durante las dos ultimas décadas, un gran nimero de proyectos de investigacion ha
identificado dificultades en el dominio algebraico. Warren (1993) presenta una investigacion
sobre el desarrollo de la comprension de las variables y la manipulacion de simbolos. En su
estudio, refiere los trabajos sobre las investigaciones en el dominio algebraico y dificultades con
el concepto de variables (Booth, 1988; Kiichemann, 1981; Usiskin, 1988), la concatenacion de
expresiones algebraicas (Chalouh & Herscovics , 1988), la naturaleza cambiante del signo igual
(Davis , 1989 y Kieran , 1989), la manipulacién de simbolos (Wheeler, 1989), e incluye un nuevo

enfoque utilizando patrones (Bennet 1988).

Kieran & Filloy (1989) referencian las interpretaciones que se asignan a las letras, en las que
Kiichemann (1981), usando una clasificacion desarrollada originalmente por Collis (1975),
encontrd que la mayoria de los estudiantes trataban las letras como incdgnitas especificas mas
que como numeros generalizados o como variables. Se describen también contribuciones sobre
los procesos cognitivos en el aprendizaje del algebra entre las que se destaca el Marco Aritmético

de Referencia.

Riviere (1990) presenta un estudio sobre problemas y dificultades en el aprendizaje de las
matematicas desde una perspectiva cognitiva a partir de los resultados de Krutetzki (1968) sobre

cuatro tipos de alumnos segun su capacidad de generalizacion.

Sobre aproximaciones al concepto de variable Mena & Moreno (1997) abordan el significado de
la letra como representacion de una variable en una expresion algebraica, por medio de un
analisis acerca de errores y dificultades que presentan los estudiantes al resolver situaciones que

involucran la letra como variable.
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Dominguez, Socas & Machin (1998), presentan un analisis didactico del lenguaje algebraico a
partir de la contextualizacion del curriculo, los contenidos del algebra, los sistemas de
representacion semioticos, los materiales y los recursos, las dificultades, obstaculos y errores, asi
como los modos y situaciones de ensefianza, enmarcando su trabajo en el campo de estudio que

analiza el paso de la aritmética al algebra, especialmente en las generalizaciones de patrones.

Medina (1999) presenta una sintesis de su investigacioén sobre lenguaje algebraico y deteccion de
errores comunes cometidos en algebra por alumnos de 12 a 14 afios, elaborando una propuesta
para la ensefianza/aprendizaje del algebra en el primer ciclo de secundaria. Sobre la introduccion
del razonamiento algebraico en educacion primaria, Godino, Castro & Wilhelmi (2012) proponen
una manera de concebir el razonamiento algebraico desde un enfoque ontosemidtico del
conocimiento matematico basando la practica algebraica, en la intervencion de procesos de

generalizacion y simbolizacion, junto con otros objetos.

Del Puerto & Minnaard (2004) presentan un proyecto cuyo objetivo es tratar de responder
preguntas sobre qué tipo de errores algebraicos cometen con frecuencia los alumnos de tltimos
afios de escuela media. En esta misma linea de investigacion; Ruano, Socas & Palarea (2008)
presentan un estudio sobre tres procesos especificos del lenguaje algebraico y realizan una
clasificacion de los errores cometidos, analizando sus posibles origenes y formulando algunas
consecuencias didacticas que se derivan de estos resultados. Se encuentran también los resultados
relacionados con los procesos cognitivos integrados en el aprendizaje del algebra (Palarea, 1998).
En 2007, Socas presenta resultados de investigaciones en torno a las dificultades y errores en la
construccion del lenguaje algebraico, tomando en consideracion el enfoque logico semiodtico

(ELOS).

Malisani (1999) presenta un estudio sobre la construccion del lenguaje algebraico, relacionando

obstaculos con ciertas dificultades que se evidencian en el aprendizaje de este conocimiento.

En cuanto al desarrollo del simbolismo algebraico, Socas (1999) referencia los trabajos de
Charbonneau (1996), Puig (1994,96), Radford (1996), Fernandez (1997); asi como

investigaciones que establecen la diferencia entre el pensamiento aritmético y el algebraico en
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Kiichemann (1981); Booth (1984) y Kieran (1992), ademas de trabajos en donde las letras
constituyen entes pertenecientes a estructuras algebraicas en Mason et al. (1985) y Usiskin

(1988).

Por su parte, Castro et al. (1995) presentan una vision sobre los modelos como instrumentos
mentales para la comprension de las estructuras de la realidad y la manipulacion de simbolos para
conectar ideas y pensar sobre los conceptos que representan, resaltando la importancia del uso de

patrones en la ensefianza escolar.

Becker & Rivera (2005) presentan un estudio sobre generalizaciones en una tarea que implica
patrones lineales; indagando sobre estrategias utilizadas, uso de sefales visuales y numéricas y
representacion de patrones. Referencian a Kiichemann (1981) destacando la asociacion de letras
como representantes de valores particulares y ademas un estudio de Stacey & Macgregor (2000)
sobre una caracterizacion del pensamiento matematico en tareas que implican la formulacion de

patrones.

Igualmente, a nivel nacional encontramos investigaciones como la de Castellanos & Obando
(2009) sobre clasificacion de dificultades y errores en procesos de representacion en la

generalizacion y el razonamiento algebraico.

Pretexto (1996/1999) presenta algunas consideraciones sobre dificultades en los procesos de
enseflanza y aprendizaje del algebra, interpretaciones de la letra en contextos algebraicos,
elementos a tener en cuenta en el disefio de actividades en el aula y consideraciones en torno a la

comunicacion en la matematica escolar.

A propésito de la caracterizacion de la variable en matematicas, Pretexto (1996/1999) toma como
referente los trabajos de Kiichemann (1978, 1980 y 1981) planteando elementos para el trabajo en
el aula y se proponen algunas actividades que, en el contexto de resolucion de problemas,
posibilitarian tanto procesos de generalizaciéon y simbolizacion, como aproximaciones a la

interpretacion de letra como numero generalizado y como variable.
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Filloy, Puig & Rojano (2008) presentan un ejemplo de analisis en la resolucion algebraica
haciendo hincapié en la perspectiva semiotica del algebra educativa y hacen referencia a las
investigaciones sobre los sistemas matematicos de signos, la interpretacion y uso de las letras y

de las expresiones algebraicas en las etapas iniciales del aprendizaje del algebra.

Reyes & Mosquera (2011) presentan un informe de su investigacion sobre cémo desarrollar
nuevas metodologias para fortalecer los procesos de ensefianza y aprendizaje de la matematica

por medio de actividades sobre patrones.

Luego, con referencia al trabajo en el aula, Rojas (2010) referenciando a Kieran (1989), alude a
problemas asociados con la iniciacion al algebra escolar y cita a Pretexto (1996) proponiendo una
caracterizacion de la nocion de variable, la existencia de un camino natural relacionando la
jerarquizaciéon de las posibles interpretaciones de las letras en contextos algebraicos y la

caracterizacion de variable y tres invariantes para la construccion de objetos matematicos.

Mason et al. (1985), también en este mismo ambito, describen aspectos metodologicos en una
propuesta para el trabajo de aula, enfocados en la transicién entre el trabajo con numeros y la
generalizacion del algebra, presentando un conjunto de actividades y reflexiones vislumbrando

asi unas rutas hacia el algebra.

Otro referente importante para el trabajo en el aula lo encontramos en el grupo Azarquiel (1993)
quienes recogen problemas que plantean la iniciacion al lenguaje algebraico abordando el
simbolismo, la generalizacion y las destrezas, proponiendo abundantes actividades e ideas para

ensenar algebra.

Ursini & Trigueros, resefiadas por Lozano (2005) proponen un enfoque para la ensefianza del
algebra elemental por medio del modelo “3uv” (3 Usos de la Variable) tomando en consideracion
las multiples formas de uso de la variable en el algebra elemental. Con relacion a dicho modelo,
Lopez & Lopez (2011) coinciden con Ursini & Trigueros y proponen el modelo en algebra

temprana referenciando ademds los trabajos de (Bastable & Schifter, 2007; Carraher &
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Schliemann, 2007; Kaput, 1998, 2000), mostrando en su propuesta el trabajo sobre la

observacion de patrones.

Olfos & Villagran (2001) exponen algunas ideas con respecto a los juegos y como estos se
relacionan con la matematica, focalizdndose en la relacion entre los juegos, la resolucion de
problemas y la ensefianza del algebra elemental. Olfos, Soto & Silva (2007), destacan la baja
calidad la ensefianza del algebra elemental y describen la preparacion y conduccion de
actividades de clases que favorecen el funcionamiento de un pensamiento de orden superior

realizando la categorizacion de unos niveles.

Godino & Font (2004) describen los estadios en la comprension de las variables y las dificultades
que tienen los alumnos en el uso de estas, derivadas de su comprension sobre el signo igual y
algunas dificultades de aprendizaje, incluyendo posteriormente situaciones utilizables en primaria
para el desarrollo del razonamiento pre-algebraico en las que se incluye la comprension de

patrones como un contexto adecuado para el inicio del razonamiento algebraico.

En trabajos publicados a niveles de especializacion, maestria y doctorado se encuentran, entre
otros, por ejemplo Andrade (1998) quien expone algunas dificultades de comprension sobre
variacion en estudiantes de octavo grado en el aprendizaje del algebra, especificamente en la
interpretacion de la letra como variable. Peral & Gémez (2003) estudian algunas dificultades
desde la multiplicidad de usos que se dan a la variable y disefian una didactica orientada a la
ensefianza del concepto. Trujillo (2008) desarrolla su investigacion sobre los procesos cognitivos
de los estudiantes en las dificultades que presentan en el aprendizaje del algebra soportada por los
trabajos de Encarnacion Castro sobre la generalizacion a la que llegan los alumnos al trabajar

sobre patrones utilizando tres tipos de representaciones diferentes.

Rojas (2009) plantea estrategias didacticas para la comprension del concepto de variable en la
resolucion de problemas. Duarte et al (2010) exponen un “Estudio De Caso sobre Un
Acercamiento A La Variable En Relacion Funcional En Estudiantes Del Tercer Ciclo De
Escolaridad” mediante la implementacion de actividades basadas en el grupo Azarquiel (1993),

partiendo de las diferentes interpretaciones y usos de la letra propuestos por Kiichemann (1981).

14



Paez (2011) hace una descripcion de los sistemas numéricos de la antigiiedad analizando su
transicion de la aritmética al algebra y presenta una propuesta didactica para facilitar el paso
natural después de la aritmética. Gonzalez (2012) plantea una propuesta didactica centrada en
potenciar en los estudiantes los diferentes usos e interpretaciones de la variable a través de
procesos de generalizacion en contextos geométricos y numéricos. Merino (2013) presenta parte
de una investigacion, indagando sobre estrategias y representaciones utilizadas al abordar tareas

de generalizacion observando el uso de diferentes patrones como estrategia mas frecuente.
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Capitulo 2
Referentes Tedricos

Ciertas particularidades del razonamiento algebraico que se pueden desarrollar por parte de los
nifios son aquellas que tienen que ver con los patrones, ya que éstos se pueden encontrar en
muchas formas diferentes en situaciones fisicas, geométricas y numéricas y son susceptibles de

ser reconocidos, ampliados, o generalizados.

Para lograr esta adquisicion y el desarrollo de procesos de generalizacion es necesario tener una
vision amplia del algebra como instrumento de modelizacion matematica, que se puede y debe ir
construyendo progresivamente. Aunque el calculo literal, basado en las propiedades estructurales
de los conjuntos numéricos, se suele iniciar en secundaria, los procesos de simbolizacion,
expresion de relaciones, identificacion de patrones, son propios de los primeros niveles de

algebrizacion.

Desde esta perspectiva, teniendo en cuenta que los estudiantes deben enfrentarse a lo
indeterminado o desconocido, asi como la produccién que estos realizan sobre este aspecto, es
necesario proponer situaciones o tareas, las cuales, junto con la actividad que se despliegue, los
conlleven a tener desarrollos en torno a esta particularidad, como por ejemplo las que plantean
Rojas y Vergel (2014), con el fin de inferir algunas caracteristicas del uso de los simbolos

utilizados y su carécter operatorio.

En el algebra, las reglas constituyen expresiones que enuncian generalidades, pero los patrones
que se observan aparecen en las mismas colecciones de nimeros, y en las operaciones comunes
que se hacen con estos numeros o como modelos que describen situaciones. Es asi como el
mayor reto en la ensefanza del dlgebra es promover la percepcion de la “generalidad” que esta

detras de los simbolos.
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En este sentido, es importante propiciar actividades que involucren la generalizacion de patrones
numéricos para modelar, representar o describir patrones fisicos, regularidades y patrones que se
hayan observado. Estas exploraciones informales de conceptos algebraicos deben contribuir a que
el estudiante adquiera confianza en su propia capacidad de abstraer relaciones a partir de
informacion contextual y de utilizar toda una gama de representaciones para describir dichas
relaciones. Cuando los estudiantes elaboran gréficas, tablas de datos, expresiones, ecuaciones o
descripciones verbales para representar una relacion simple, descubren que representaciones

diferentes dan lugar a diferentes interpretaciones de una situacion (NCTM, 2000).

Si bien, en términos epistemoldgicos, los aportes desde corrientes tedricas pueden ser distintos,
nos parece necesario poner a dialogar estas perspectivas. En particular, los aportes provenientes
de aproximaciones cognitivas nos sirven para comprender mdas de cerca producciones
matematicas de los estudiantes que dan cuenta de la “anatomia” de la generalizacion en
actividades sobre secuencias de patrones. El didlogo con aproximaciones de corte sociocultural,
por ejemplo la de Vygotski, nos parece necesario en tanto estamos obligados en este estudio a
documentar el fenémeno del desarrollo conceptual o de pensamiento, por supuesto, como ya lo

hemos mencionado, ligado estrechamente al uso de instrumentos de mediacion semidtica.

Tulviste (1991) sefiala que la actividad plantea el desarrollo del pensamiento no como el
resultado de la simple adaptacion del individuo al medio sino que como un desarrollo se teje con
los conceptos que los individuos van formando en el curso de sus actividades. Este autor precisa
que “en la medida que las actividades de los individuos se desarrollan, el desarrollo de su
pensamiento es un fenomeno que no sélo es natural sino necesario” (Tulviste, 1991, p. 73). Por
supuesto el pensamiento, en tanto fenémeno, es historico y contingente, es decir, cambia o
deberia cambiar provocado por el tipo de problemas o tareas que enfrentan los sujetos. Al

respecto, Tulviste (1991, p. 72) precisa:

Desde el punto de vista de (la teoria de la) actividad, el pensamiento debe
necesariamente cambiar a través de la historia debido a que los problemas aparecen
en conexion con el desarrollo de nuevos tipos de actividad que no pueden ser

resueltos con tipos de pensamiento en curso. La actividad determina qué métodos de
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pensamiento existen en una cultura u otra y cudles de esos métodos son aplicados en

cualquier caso dado.

En particular, la actividad matematica se constituye en un fenémeno susceptible de ser analizado
en el contexto escolar. Uno de los procesos importantes en la actividad matematica es el de
generalizacion. Segin Mason et al. (1985), “la generalidad es un aspecto central en la actividad
matematica, a todo nivel, y, a la cual se puede retornar una y otra vez, cualquiera que sea el tema
particular de discusion. Las matematicas comprenden muchas generalizaciones, ya sea que tomen
forma de métodos, procedimientos, o de formulas, y estas pueden ser vistas como originandose
de la misma manera que las propias generalizaciones de los patrones, hechas por los alumnos”.
Estos autores plantean que “el algebra es el lenguaje con que se expresa dicha generalidad. Para
aprender el lenguaje del dlgebra es necesario tener algo que decir, se debe percibir algin patron o
regularidad y luego tratar de expresarlo en forma sucinta, para poder comunicarlo a alguien. Esta

expresion de la generalidad también se puede usar para responder preguntas especificas”.

Luego, la posibilidad de potenciar el desarrollo de pensamiento es un aspecto que cada vez
genera mayor interés para la investigacion en educacion matematica. En particular, dado que
asumimos la generalizacion de patrones como un medio primordial para el trabajo algebraico en
la escuela, esto demanda desarrollar una perspectiva sobre la naturaleza del algebra que considere

las maneras de resolver los problemas sobre generalizacion de patrones (Vergel, 2015).

Asi pues, es indispensable abordar el signo2 como mediador en el proceso de generalizacion,
dado que en concordancia con Vergel (2014a, 2014b) apoyado en ideas de Vygotski, los signos
se interponen entre cualquier funcion natural psicoldgica del ser humano y su objeto, cambiando
de raiz las propiedades de dicha funcion. En otras palabras, el signo no es, epistemologicamente
hablando, neutro. De la misma manera, de acuerdo con Vygotski, “en la estructura superior el

signo y el modo de su empleo es el determinante funcional o el foco de todo el proceso”.

2 Término empleado por Vygotski en sus planteamientos.

18



Estamos de acuerdo con Vergel (2014b) que el signo cumple el papel de una operacion
significativa y estos no se limitan inicamente a su funcidn representativa, la eleccion de ellos no
es neutra o independiente y dicha eleccion orienta el destino en el cual se expresa el pensamiento,
el destino de la comunicacion. Asi, para comprender el significado de los signos, no los podemos
reducir simplemente a lo que ellos representan. Se debe comprender el tipo de actividad que ellos

permiten realizar.

Ahora bien, el uso de los signos como mediadores en la generalizacion, toman un papel
preponderante respecto al desarrollo, que de acuerdo con Vergel (2014a, 2014b), Vygotski lo
define en términos de aparicion y transformacion de las diversas formas de mediacién y su
nociéon de interaccion y su relacion con los procesos psicoldgicos superiores implica

necesariamente los mecanismos semioticos.

De esta manera, Vergel (2014a, 2014b) afirma que para Vygotski el desarrollo es considerado en
términos de saltos revolucionarios fundamentales méas que en términos de incrementos
cuantitativos constantes, y de acuerdo con Wertsch (1985/1988) coincide en sefialar que los tres

temas que constituyen el ntcleo de la estructura tedrica de Vygotski son:

1) la creencia en el método genético o evolutivo.
2) los procesos psicologicos superiores tienen su origen en procesos sociales, y
3) los procesos mentales o cognitivos pueden entenderse solamente mediante la

comprension de los instrumentos y signos que actuan como mediadores.

Por lo anterior, Vergel (2014b) concluye que “la creencia en el método genético, de acuerdo con
Vygotski, significa que el pensamiento se puede desarrollar” (p. 44), y afirma ademas que la idea
de desarrollo, lejos de ser ingenua desde los planteamientos de Vygotski, cobra especial
relevancia en su teoria del desarrollo genético. Asi mismo desde Vygotski, en términos de
Wertsch (1985/1988), el desarrollo se define en términos de aparicioén y transformacion de las
diversas formas de mediacién y su nocidon de interaccién y sefiala que su relacion con los

procesos psicoldgicos superiores implica necesariamente los mecanismos semioticos.
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En este orden de ideas, es importante mencionar que nos interesa visibilizar y explotar los temas
1 y 3 del ntcleo de la estructura teodrica vygotskiana. Consideramos de vital importancia, de
acuerdo con Wertsch (1985/1988), que “los procesos mentales o cognitivos pueden entenderse
solamente mediante la comprension de los instrumentos y signos que actiian como mediadores”.
La idea de mediacion la estamos considerando como constitutiva del pensamiento y de la
actividad. Se piensa con y a través de los signos. Este es uno de los planteamientos que se puede
derivar de la teoria vygotskiana (Vygotski, 1989), lo cual sugiere que las maneras como nuestros
estudiantes llegan a conocer y lo que conocen llevan en su constitucion sedimentos de formas

historicas y culturales de pensamiento.

Siguiendo con la idea de desarrollo vygotskiana, se requiere de un complejo y relativamente largo
proceso de apropiacion cultural, el cual, estaria orientado a propiciar grados crecientes de
dominio autorregulado (consciente y voluntario) y descontextualizado de los instrumentos de
mediacion semidtica, para posibilitar en nuestros estudiantes, por ejemplo, formas de
conceptualizaciébn cada vez mads elaboradas o sofisticadas. Con referencia al principio de
descontextualizacidon de los instrumentos de mediacion, Vygotski afirma que “el significado de
los signos se vuelve cada vez menos dependiente del contexto espacio-temporal en el que son

utilizados” (Wertsch, 1985/1988, pp. 49-50).

Por otra parte, Azarquiel (1993, p. 27) sefiala que “la generalizacion en muchas ocasiones lleva
consigo un proceso de abstraccion de orden elevado, de cierta dificultad”. Ver y expresar los
aspectos generales tiene interés en si mismo, como una potente actividad intelectual que se pone
en juego en muchas ocasiones, pero es ademas una capacidad que puede desarrollarse (Azarquiel,
1993, p. 27). Sin embargo, generalizar no es so6lo pasar de una coleccion de casos particulares a
una propiedad comun, a una expresion que las englobe, ni tampoco es solo definir, a partir de las

propiedades de un objeto.

Azarquiel (1993) sostiene que también se generaliza cuando a una situacidon se transfieren
propiedades que se cumplen en otra, y, en general, cuando se amplia el &mbito de definicion de
una ley. El proceso de generalizacion, importante en la actividad matematica, se constituye en un

proceso matematico complejo. Ahora bien, los procesos de generalizacion relacionados con el
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algebra permiten una division en fases que conviene también desde el punto de vista didactico.
Azarquiel considera que el proceso de generalizacion requiere tres pasos bien diferenciados: la
vision de la regularidad (la diferencia, la relacion); su exposicidon verbal; y su expresion escrita,

de la manera mas concisa posible.

En este mismo sentido, como lo describe Zarzar (2011), la comunidad internacional de didactica
del algebra reconoce cuatro acercamientos sobre el pensamiento algebraico: La generalizacion de
patrones numéricos y geométricos y de las leyes en relacion numérica, la modelacién de
situaciones matematicas y de situaciones concretas, el estudio de situaciones funcionales y la

solucion de problemas.

Mason et al. (1985) proponen que la generalizacion es una via para acceder al pensamiento
algebraico, argumenta que el aprendizaje del algebra se relaciona con la aritmética generalizada,
posibilidades o restricciones, expresion de la generalidad, reordenamiento y manipulacion. Los

autores plantean cuatro fases para llegar a la generalizacion:

* Percibir un patron.
* Expresar un patron.
* Registrar un patron.

* Prueba de validez de las formulas.

Al estimular la habilidad de expresar generalidades, los estudiantes aprenden a ver lo general en
lo particular y viceversa. Segin estos autores, la generalidad es fundamental para acceder al

algebra de una manera significativa y construir su conocimiento.

De igual forma, Roig & Llinares (2008) afirman que para resolver problemas de generalizacion,
el estudiante debe identificar, analizar, describir patrones y extraer generalizaciones apropiadas a
partir de ellos, y de acuerdo con Zazquis & Liljedahl (2002, referenciados por Roig & Llinares
2008), “al explorar parones los estudiantes se dedican a detectar similitudes y diferencias,
clasificar, etiquetar, buscar algoritmos, conjeturar, argumentar, establecer relaciones numéricas

entre componentes 0, mas en general, a generalizar sobre datos y relaciones matematicas”.
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El trabajo con patrones que intervienen en este tipo de problemas pueden ser de tipo grafico o
numérico. Los patrones graficos se presentan como una sucesion de figuras y se espera que el
estudiante sea capaz de extender la sucesion, reproducir la figura correspondiente a un término
cualquiera de la sucesion o calcular el nimero de elementos que la componen sin necesidad de
reproducirla. El objetivo es que el estudiante obtenga la regla que define el patron dado. Para ello,

segun Roig & Llinares (2008) las tareas que se piden habitualmente son:

e Continuar la sucesion o escribiendo los siguientes a los dados.

e (alcular un término cercano que podria resolverse continuando la sucesion dibujando o
escribiendo los numeros hasta llegar al término pedido (generalizacion cercana, Stacey,
1989).

e Expresar verbalmente la regla que ha permitido el calculo de los diferentes términos. Esto
muchas veces se plantea como una explicacion a los compaiieros de forma que estos sean
capaces de entenderlo (Pegg & Redden, 1990; Radford, 2000).

e [Expresar simbolicamente la regla que permite encontrar el término n-ésimo de la

sucesion.

Es asi, que puede decirse que el uso de patrones es uno de los caminos para promover el
pensamiento algebraico y ensefiar a generalizar a los alumnos (NCTM, 2000). Castro (1995)
sefala que trabajos como el de Stacey (1989) “destacan la importancia de proponer trabajos
sistematicos con patrones a los escolares y el interés de que estos trabajos sean parte integrante
del curriculo de Matematicas” (p. 27). Por otra parte, los patrones también pueden ser analizados
desde el punto de vista de las representaciones. Asi, Moss & London (2011, referenciados en
Merino, 2012) sefalan que cuando se priorizan las representaciones visuales, y se ayuda a los
estudiantes a focalizarse en los patrones como un camino para discernir reglas generales, estan

mejor capacitados para encontrar, expresar y justificar reglas funcionales

Al respecto, Azarquiel (1993) afirma que se debe dedicar un tiempo considerable al trabajo de las
etapas iniciales de ver y decir un patrén. ”Ver” hace relacion a la identificacion mental de un
patron o una relacion (ver un patrén puede ocurrir después de un periodo de tiempo trabajando
con un nimero de ejemplos particulares), y con frecuencia esto sucede cuando se logra la

identificacion de un “algo comun”, logro que va acompafiado de una sensacion de regocijo. El
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“decir”, ya sea a uno mismo o a alguien en particular, es un intento de articular, en palabras, esto
que se ha reconocido. “Registrar” es hacer visible el lenguaje, lo cual requiere de un movimiento

hacia los simbolos y la comunicacion escrita (incluyendo dibujos).

Teniendo en cuenta estos aspectos, es importante decir que la identificacion y designacion de las
variables que caracterizan el sistema a modelizar es el primer paso de la modelizacion
matematica, que vendra seguido del establecimiento de relaciones entre dichas variables. Es
importante tener en cuenta que el tipo de representacion que utilicemos no es algo neutral o
indiferente, lo cual hace que optar por un tipo de representacion puede tener ventajas e

inconvenientes.

En este sentido, para desarrollar el pensamiento (algebraico) mediante la generalizacion de
patrones y expresarla haciendo uso de la letra como numero generalizado, se supone la

., 3
conjuncion de dos procesos’:

1. Generalizacion: que permite pasar de un conjunto de situaciones concretas a algin
aspecto comun a todas ellas.
2. Simbolizacidn: que permite expresar de forma abreviada lo que tienen en comun todas las

situaciones.

Para que estos dos procesos se pongan en practica de forma simultdnea se deben poner en juego
capacidades muy distintas para cada uno, por lo que al abordar la ensefianza y planificar las
estrategias para ello, se debe llevar a cabo de forma diferente en cada caso. Asi, para que los
alumnos lleguen a entender el concepto de letra como numero generalizado, es necesario que
cuenten con numerosas experiencias en las que aparezcan situaciones y representaciones usando
los mismos simbolos y reglas, de manera tal que puedan justificar por qué se usan las mismas

reglas.

Una de las vias para encontrarse con el algebra es el trabajo con situaciones en las que debe

percibir lo general y sobre todo expresarlo. Al intentar describir relaciones o propiedades

® Ideas y Actividades para Ensefiar Algebra, Grupo Azarquiel. Ed. Sintesis. 1993
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relativas a un conjunto de numeros, se puede conseguir que las letras aparezcan en un contexto,
mediante un proceso de interpretacion personal que encuentra significados y sentido a sus
procesos. Los simbolos y operaciones tienen asi una referencia y un sentido. El hecho de
construir simbolos para expresar generalizaciones propias hace que estas constituyan una forma

especifica y precisa de escritura.

Los procesos de generalizacion que facilitan el aprendizaje, ponen al alumno en situaciones que
se lo permiten de una manera mas eficaz, presentando una division de dicho proceso en tres pasos
definidos y que ademads también son convenientes desde el punto de vista didactico (Mason et al.

1985, referenciado en Azarquiel, 1993):

1. La vision de la regularidad, la diferencia, la relacion (ver)
2. Su exposicion verbal (describir)

3. Su expresion escrita, de la manera mas concisa posible (escribir)

Con respecto al primer paso, se refiere a un proceso mental en el que se interrelacionan los
diversos elementos para ver claramente la estructura y el modelo, permitiendo observar la
situacion de una forma diferente, distinguiendo sus caracteristicas propias, lo que es comun en
cada ejemplo, lo que cambia y lo que no; para conseguir mediante una combinacion adecuada,

una regla o una expresion que resuma todas las situaciones y que permita “contar en general”.

Por otro lado, es importante destacar, como lo menciona Pretexto (1996/1999), que la imagen de
algebra como aritmética generalizada no garantiza interpretaciones de la letra como niimero
generalizado, por lo que las posibilidades de interpretacion de la letra como numero generalizado
depende, en gran medida, del tratamiento metodoldgico dado. Por lo anterior, dentro de las
consideraciones practicas para el trabajo en la transicion aritmética—algebra, proponen elementos
que deben ser abordados desde el trabajo aritmético y que permiten un transito mas natural hacia
el trabajo algebraico, entre otras, sugieren propiciar experiencias con procesos de generalizacion
y busqueda de patrones, en particular, como posibilidad de acercamiento a la nocion de variable,

ademas de la necesidad de que “el nimero generalizado” varie en diferentes universos numéricos.
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En particular, la generalizacion de patrones es considerada como una de las formas
mas importantes de introducir el algebra en la escuela. Sin embargo esto demanda
necesariamente desarrollar una perspectiva ampliada sobre la naturaleza del algebra
escolar, que considere una relacion dialéctica entre las formas de pensamiento y las
maneras de resolver los problemas sobre generalizacion de patrones, lo cual introduce
un problema en términos de la constitucion del pensamiento algebraico en alumnos

jovenes. (Vergel, 2014, p. 1)

En este mismo sentido, Azarquiel (1993) en cuanto al desarrollo de la capacidad de generalizar,
expresando lo general verbalmente o con ayuda de simbolos, afirma que requiere un esfuerzo
dirigido especificamente hacia este fin. Es asi, que una de las vias por la que un principiante
puede encontrarse con el algebra, y quiza de las més naturales y constructivas, es precisamente el
trabajo con situaciones en las que debe percibir lo general y, sobre todo, expresarlo. Al intentar
describir relaciones o propiedades relativas a un conjunto de niimeros, se puede conseguir que
las letras aparezcan en un contexto, después de un proceso en el que se trata de dar sentido
progresivamente a las interpretaciones personales. De esta manera, podrdn convertirse en una

necesidad del alumno y en un instrumento propio para explicar y manejar sus ideas.

Es asi, que el nivel de comprension del dlgebra estd muy relacionado con la progresion que se
sigue en la utilizacion de las letras. Al respecto, se han hecho muchas clasificaciones sobre el uso

de las letras, pero se ha elegido la de Kiichemann (1981) por ser una de las mas conocidas.

A partir de las entrevistas realizadas en el marco del proyecto CSMS (Concepts in Secondary
Mathematics and Science) en el Reino Unido (1981), se muestra que los estudiantes tienen
distintas interpretaciones de la letra que estan correlacionadas con sus niveles de comprension, y
dificultades con el manejo adecuado de la sintaxis del algebra. Kiichemann propone que para
ubicar los items en diferentes niveles de complejidad creciente, se debe tener en cuenta la
naturaleza y la significatividad de los elementos de un item (numeros pequefios, nimeros
grandes, clases de numeros); la complejidad estructural del item (nimero de variables y
operaciones que involucra); el nimero de estudiantes que resuelvan correctamente el item (grado

de facilidad), y los diferentes significados que los estudiantes pueden dar a las letras.
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Dichas significaciones son resumidas por €I, en seis distintas interpretaciones que hacen los

estudiantes de la letra en los contextos algebraicos:

e Letra evaluada: se le asigna un valor numérico desde el comienzo a la letra.

e Letra ignorada: la letra es ignorada o su existencia es reconocida pero sin darle un
significado.

e [Letra como objeto: la letra se reconoce como el nombre de un objeto o como el objeto
en si misma.

e Letra como incognita especifica: la letra es reconocida como un niimero desconocido
pero especifico y se puede operar sobre ella.

e Letra como numero generalizado: a la letra se le reconoce como un ente con la
posibilidad de tomar valores en universo dado.

e Letra como variable: la letra se ve como representante de un rango de valores
inespecificos, y se ve que existe una relacion sistematica entre dos de dichos tipos de

valores.

Ahora bien, Kiichemann (1981), con base en los niveles de comprension establecidos por Collis
(1975) y las diferentes interpretaciones de letra, realizadas por los estudiantes, propone los

siguientes niveles de comprension del algebra.

e NIVEL I: Bajo de las operaciones concretas (Letra evaluada y no usada/ignorada).

e NIVEL II: Superior de las operaciones concretas (Letra como objeto).

e NIVEL III: Bajo de las operaciones formales (Letra como incdgnita y namero
generalizado).

e NIVEL IV: Superior de las operaciones formales (Letra como variable).
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Capitulo 3
Referentes Metodoldgicos
y Disefio del Estudio

3.1 Referentes Metodologicos

Los ultimos treinta afios han sido considerados como escenario de cambios muy profundos en la
ensenanza de las matemadticas, dada su evolucion en investigaciones realizadas por la comunidad
de educadores matematicos, filosofos, psicologos y pedagogos entre otros. Ademads, por los
esfuerzos que la comunidad internacional de expertos en didactica sigue realizando por encontrar
posibles modelos para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, estd suficientemente claro

que vivimos aun actualmente una situacion de experimentacion y cambio.

De acuerdo con Brousseau (2003), citado en Mora & Torres (2007),

... en los ultimos afios se ha encontrado que la didactica no es independiente del contenido
de la ensefanza. Los procesos de adquisicion de los saberes y las situaciones de
aprendizaje no son universalmente los mismos; dado que los humanos no aprendemos bajo
las mismas circunstancias, esto ha hecho que la didactica moderna se vuelva especifica y
que, en este sentido, aparezca, por ejemplo, la didactica de las matematicas, y de manera

mas especializada, la didactica del algebra, de la geometria, de la probabilidad, etc.

Teniendo en cuenta el problema identificado para nuestro estudio, se hizo necesario definir la
metodologia de investigacion con la cual se desarrollaria el trabajo y el reporte de la experiencia,
de manera que se ajustara a un enfoque cualitativo desde la intervencion y sus resultados teniendo
en cuenta que el objetivo es describir el proceso de desarrollo de pensamiento de estudiantes de

grado octavo al resolver tareas sobre generalizacion de patrones.
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Debido a que nuestro ejercicio de investigacion aborda la problematica de las matematicas que se
deben ensefiar, especificamente al pretender describir y analizar el acercamiento a la
interpretacion de la letra como numero generalizado, que logran estudiantes de grado octavo
cuando abordan tareas sobre generalizacion de patrones; enmarcada en el pensamiento y la
transicion de la aritmética al algebra, optamos por usar como metodologia de investigacion la
Investigacion — Accion (IA), dado que ésta vista en el aula, busca ofrecer una serie de estrategias,
técnicas y procedimientos para que el proceso sea riguroso, sistematico y critico, es decir, que

reuna los requisitos de una “investigacion cientifica”.

Por otra parte, la Investigacion-Accion realiza simultaneamente la expansion del conocimiento
cientifico y la solucidén de un problema, mientras aumenta, igualmente, la competencia de sus
respectivos participantes (sujetos “coinvestigadores”) al ser llevada a cabo en colaboracion, en
una situaciéon concreta y usando la realimentaciéon de la informacion en un proceso ciclico,
aspecto del cual se hara énfasis en tanto se realiz6 el planteamiento de una serie de tareas a una
muestra representativa de estudiantes de grado octavo de dos instituciones de caracter publico de
la ciudad de Bogotd, se analizaron los resultados, se realizaron ajustes y se plantearon nuevas

tareas basadas en las hallazgos correspondientes a cada tarea.

En este sentido la Investigacion Accion se desarrolla a través de una serie de etapas descritas por
Miguélez (2000), las cuales se tomaron como base para el desarrollo del trabajo y de manera

especifica, se desarrollaron los aspectos metodologicos definidos a través de las siguientes fases:

» Fase 1: Acercamiento e insercion en la problematica de profundizacion, correspondiente a
la apropiacion tedrica que en este caso se ha llevado a cabo a través de la revision
documental de la literatura asociada con procesos de desarrollo, generalizacion de patrones,
transicion aritmética-algebra, y las concepciones de la letra en contextos algebraicos y

categorizacion de la letra segun Kiichemann.

» Fase 2: Disefio de pilotaje en donde se presenta un abanico de posibilidades provisionales
que definen objetivos de accion viables; en este caso realizando el disefio de las tareas mas

apropiadas y determinando el nimero de sesiones para la implementacion.
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» Fase 3: Disefio y/o adaptacion de tareas asociadas sobre generalizacion de patrones,
tomando como base algunas de las sugeridas por el grupo Azarquiel (1993), para el trabajo

de interpretacion de la letra como numero generalizado.

» Fase 4: Implementacion de las tareas, reflexion y analisis sobre la produccion de los
estudiantes. Este analisis sobre las producciones de los estudiantes proporcionara los
elementos para el disefio de las siguientes tareas con el fin de atacar otros frentes, por
ejemplo a través de tareas de mayor nivel de exigencia o complejidad. Dichas producciones
seran analizadas a manera de un estudio de caso (colectivo) arrojando informacion
significativa para la toma de decisiones en el desarrollo del proceso de profundizacion.

En este sentido, el Estudio de Caso es una herramienta valiosa de investigacion, ya que, su
mayor fortaleza radica en que a través del mismo se valora y registra la conducta de las

personas involucradas en el fendomeno estudiado (Stake, 1998).

» Fase 5: Documentar los andlisis sobre caracteristicas o elementos asociados a la
interpretacion de la letra como nimero generalizado, en tanto la informacion recogida debe
ser categorizada y estructurada de forma cualitativa y cuantitativa para su facil manejo

posterior.

» Fase 6: Reporte de la experiencia.

Desde esta perspectiva, las Fases 1 a 4 tienen un caracter ciclico de manera que brindan
herramientas para hacer pronunciamientos sobre las producciones de los estudiantes al abordar
este tipo de tareas, que va univocamente ligado al interés del trabajo de profundizacion. Lo
anterior, en coherencia con la IA, entendida como un proceso en el cual los “coinvestigadores”
son participes activos en el problema, la informacion obtenida, los métodos y técnicas a ser
utilizados, el andlisis de datos, y las acciones a futuro; por lo que el papel del investigador es

esencialmente de organizador de discusiones y facilitador de dicho proceso.
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Luego, la IA en el contexto educativo presenta una tendencia a reconceptualizar el campo de la
investigacion educacional en términos mas participativos y con miras a esclarecer el origen de
problemas, contenidos programaticos, métodos didacticos, conocimientos significativos
impulsado sobre todo desde las mismas Universidades y desde los Centros de Investigacion

Educacional, oficiales y privados.

Sus topicos de estudio se han relacionado especialmente desde la perspectiva de quienes
intervienen en ella: elaborar, experimentar, evaluar y redefinir los modos de intervencion, los
procesos de enseflanza-aprendizaje, el desarrollo de los curriculos, su proyeccion social y el
desarrollo profesional de los docentes; todo esto, con el fin de mejorar y aumentar el nivel de

eficiencia de los educadores y de las instituciones educativas.

En concordancia con los planteamientos de Miguélez (2000), el método de investigacion esta
determinado por la naturaleza del objeto o fendmeno a estudiar; de manera que las estrategias,
técnicas, instrumentos y procedimientos estardn en plena sintonia con la naturaleza del problema
a profundizar. Para esto, se tendra una constante interaccion con la situacion-problema para llevar
a cabo el analisis, interpretacion, planes de accion y evaluacion de los resultados y determinar, si
es necesario, cambios y redireccionamientos a los que haya lugar.

En tal sentido, coincidiendo con Soneira (2006, citado por Vergel, 2014), los investigadores

. . . ., L, . 4
seleccionan los casos a estudiar, teniendo en cuenta la “saturacion tedrica™”.

Asi mismo, es necesario aclarar que “la saturacion teorica no tiene una interpretacion objetiva,
ni es calculable, ni medible”, Vergel (2014b, p. 105). Ademads, Soneira (2006, p. 157) precisa
que “codificar supone siempre un corte o fractura de los datos”; situaciéon que conlleva a dar
varias lecturas comprensivas de los datos para captar en mayor medida las relaciones existentes y

la informacion alli dispuesta.

Finalmente, en cuanto a las consideraciones practicas para el trabajo en la transicion

Aritmética-Algebra y algunos elementos que deben ser abordados desde el trabajo aritmético y

4 .z L. . I . . .. . . .
La “saturacion tedrica” significa que agregar nuevos casos no representara hallar informacién adicional por medio de la cual el
investigador pueda desarrollar nuevas propiedades de las categorias.
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que permiten un transito mas natural hacia el trabajo algebraico, Pretexto (1999) afirma que se
deben propiciar experiencias con procesos de generalizacion y busqueda de patrones, en
particular, como posibilidad de acercamiento a la nocidon de variable, ademas de la necesidad
de que “el numero generalizado” varie en diferentes universos numéricos, para lo cual se
tuvieron como referencia los siguientes niveles propuestos por Pretexto (1996/1999) para el

analisis de respuestas en tareas sobre patrones:
NIVEL 0: No responde.
NIVEL 1: No alcanza a encontrar el patron de formacion en lo perceptual.
NIVEL 2: Encuentra el patrén de formacion unicamente en lo perceptual.
NIVEL 3: Encuentra el patron de formacion unicamente sobre lo concreto finito.
NIVEL 4: Encuentra el patron de formacion hasta lo concreto generalizado.
NIVEL 5: Encuentra el patron de formacion general y llega solo a verbalizarlo.

NIVEL 6: Encuentra el patrén de formacion general, lo verbaliza y simboliza en lenguaje
intermedio.

NIVEL 7: Encuentra el patrén de formacion general, lo verbaliza y simboliza en lenguaje
algebraico formal.

3.2 Diseno del Estudio

En esta parte del capitulo se abordaran los aspectos relacionados con la manera como disefiamos
nuestro estudio; el cual lo enmarcamos desde un enfoque de investigacion cualitativa, de tipo
descriptivo e interpretativo (Ernest, 1991), dado que éste construye una rica descripcion del
fendmeno o problema didactico objeto de estudio, que para el caso, es identificar y describir un
desarrollo, en términos de Vygotski, de como los estudiantes de grado octavo (13-15 afios)
interpretan y hacen uso de la letra cuando se encuentran enfrentados a tareas sobre generalizacion
de patrones. Es decir, estamos interesados en la interpretacion y el uso de la letra que hacen
nuestros estudiantes cuando abordan las tareas sobre generalizacion de patrones que proponemos,

asi como los procesos que desarrollan.
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Como ya se ha dicho antes, una manera de involucrar el algebra en la escuela es mediante tareas
y actividades sobre generalizacion de patrones. Partiendo de esta idea, este estudio se desarrolld
desde una mirada diferente sobre la naturaleza del algebra escolar, considerando la diversidad de
maneras para resolver problemas de éste tipo, asi como también de formas de pensamiento, en
tanto que dichas tareas proporcionan a los estudiantes la oportunidad de observar y verbalizar sus
generalizaciones y de registrarlas simbolicamente conformando una util y concreta base para la

manipulacién simbolica (English & Warren 1998, citado por Sandoval et al, 2010).

El estudio se realizo inicialmente con un grupo de 18 estudiantes de 8° de secundaria (13-15
anos) de dos colegios de caracter publico de la ciudad de Bogota (Colombia), entre los meses de
marzo y noviembre de 2014, los cuales fueron seleccionados a través de las autorizaciones por
parte de los padres de familia que accedieron a que fueran participes del trabajo investigativo. Se
desarrollo en sesiones de trabajo extraclase, durante tiempos de permanencia en la misma jornada
en las instituciones educativas, con el fin de recolectar las producciones de los estudiantes en una
prueba diagnoéstico y siete tareas propuestas posterior a esta. El grupo finalmente se redujo a 15,

pues 3 estudiantes se retiraron de las instituciones.

En este sentido, se proporcionara la mayor cantidad de informacion posible en relacion con tareas
sobre generalizacion de patrones, la poblacion, los métodos de recoleccion de datos, los andlisis
de estos y la triangulacion realizada por los investigadores, efectuando una permanente
comparacion de los datos y una descripcion lo mas minuciosa posible del analisis realizado con

miras a consolidar la validez del estudio.

Teniendo en cuenta que, desde la perspectiva vygotskiana, el pensamiento se puede desarrollar;
planteamos como recurso didactico una serie de tareas las cuales ponen unas condiciones con el
propdsito de que ocurra cierto fenomeno. Para el caso de ese estudio, que los estudiantes usen e
interpreten la letra como niimero generalizado, de manera tal que movilicen diferentes formas de

pensamiento relacionadas con la generalizacion de patrones.
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En cuanto a la disposicion de los instrumentos, siendo estos el principal insumo de recoleccion de
informacion, fueron disefiados de manera instruccional, ya que las tareas fueron propuestas de
manera escrita, a las que podemos caracterizar como objetos ostensivos en tanto fueron disefiadas
con el fin de ser manipuladas, dispuestas dentro de sistemas de representacion figural y ademas
partiendo de su naturaleza de ser perceptibles a los sentidos, en donde su intencidn principal era
impactar visualmente de manera que desde una primera impresion los estudiantes las pudieran

relacionar como tareas sobre “lo mismo”.

Al respecto, teniendo en cuenta que el disefio de tareas es fundamental en tanto que estas deben
ser realizables, nos obligaba a tener en cuenta factores como la caracterizacion de la didactica
asumida, el tipo de poblacion, el tipo de instrumentos, la riqueza de las tareas, los tipos de
situaciones en cuanto a la pertinencia dentro de del contexto escolar y su validez dentro del
marco de otras investigaciones en la comunidad académica. De esta manera, se propusieron
tareas que en nuestro concepto permitirdn identificar categorias de razonamiento y fueran utiles
en la medida que evidenciaran fendmenos de desarrollo, trayectorias de aprendizaje y

formalizacion de procedimientos.

En este sentido, la fuente de los datos recolectados no fue mas alld del aula de clase ya que
solamente se tendran en cuenta para el andlisis de los hallazgos, las producciones de los
estudiantes sobre la manipulacion de las tareas propuestas. Dichas tareas se desarrollaron de
manera escrita y en tal sentido, en concordancia con los aspectos metodologicos descritos por
Miguélez (2000), la implementacion se desarrolld durante dos etapas, una de las cuales se
denomina fase de pilotaje y la otra como fase de disefio e implementacion de una serie de tareas

relacionadas con la generalizacion de patrones.

No obstante, debemos sefalar que durante la investigacion emerge la tarea de “los sobres”,
trabajada inicialmente por Radford y referenciada por Rojas & Vergel (2013), la cual
inicialmente no se habia contemplado y ademds no hace referencia a trabajo con secuencias
figurales y generalizacion de patrones, sin embargo resultdé de gran importancia en términos de

obtener insumos en cuanto a procesos superiores de pensamiento y responder preguntas sobre el
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cémo piensan los estudiantes en sus procesos de generalizacion, cOmo manejan y como operan

con lo indeterminado.

A propdsito de la tarea referida, es importante mencionar que ésta surge a partir de las
discusiones llevadas a cabo en el marco de los seminarios de Trabajo de Grado I y II. En este
sentido, la tarea de los sobres posibilitd que los estudiantes buscaran formas de nombrar la

indeterminancia de manera analitica y volviéndola objeto de su discurso.

3.2.1 Fase de Pilotaje

En concordancia con Pretexto (1996/1999), tomamos como referente los trabajos de Kiichemann
(1981), planteando elementos para el trabajo en el aula proponiendo una tarea que, en el contexto
de resolucion de problemas, posibilitaran tanto procesos de generalizacion y simbolizacion, como

aproximaciones a la interpretacion de letra como niimero generalizado.

En tal sentido la prueba diagnostico se aplico a 18 estudiantes, se conformé con 14 items
tomados de la prueba realizada por Kiichemann (1981), de los cuales 4 items corresponden al

Nivel I, 2 Preguntas a Nivel II, 4 a Nivel IIl y 4 a Nivel IV.’

® Ver Anexo A
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;-vj ALGEBRA Lsd\.hﬂlqﬁmﬁm.hﬂmrﬂnmﬂ&t-n&#-.*mnmq-m;tnnﬁmd-u
-~ COLEGIO GABRIEL BETANCOURT MEJIA LE.D. EIUStI Nl fog I sicingths Ovl, 22 8.

SEETEE  COLEGIO MANUEL DEL SOCORRO RODRIGUEZ LE.D. ancath e

Cavcacion + mepem =gt

*  arlbele =avibric

NOMBRE |

Evimado csmadisnte ests prucba ¢sua desciiada pars un de mveuigacsin denmo del de la
Macria en Educacl : iversiad Diviii) Frapeiscn Jou de Caldas, oo soullevs nota por o :
- r = s por. 9.5 sabe que a+b=dJd, ¢ Cubinto o5 a+b+27 Explique su respueits

1. Shusted sabe que r+ = 8, { aqué esogual =+ =7, Porqué?

10, Sirplif - ZavSa Explique

1 & multiplicado por 4 puede escribirse dn. i por 4

1. Cadoube ol drea de la siguiente figura

3, Una manzana cuestas 3500 y una pers $600. 51 1 ox of ndrmero de manzanas y x ol nimeno de peras compradas.
£Qué representa |a expresion S00 y + 600 x2. (Por qué? D
3

2

4. iCudndo iguie LoM+N = LePoX 2. Subraye s respusits comecta:
Sinrnpre (2Por qué?); Nunca ({Por quéT); A veces (¢ £0 Gt cas0s). 12. 0 perimetro de un poligono &3 igual » 1a suma de los longitudes de todos sus lados, Calcule o perimetro de la
viguiente figurs:

- a
7 =bed2. pr—

e —— Sants
Siempee [ Por qué 7); Nunca (2 Por qué?); A veces [En qué casos?).

13 Cué pucde decie acerca de ar, o tabe que m = Sn+l, cusndo n = 47

6, S usted 1abe quea = b+3. { Qué le sucede a @ s be shadimos 2a B 7. (Por qué ?

14. Caloude o bres y & perimetro de la figura y explique surespueta

7. S usted sabe que = Sg+d, (Qué le sucede a sl le afladimos Ja g 7. ¢ Por qué 7.

Figura 1. Prueba diagnéstico

En dicho instrumento, de acuerdo a la produccion de los estudiantes se clasificaron en niimero de

respuestas y porcentajes de las mismas en cada nivel correspondiente, como se muestran a

continuacion en la figura 2 y figura 3, respectivamente:

190
200 -
150 -
100 -
43
50 - 5
4 0
0 -
NIVEL NIVEL NIVEL NIVEL NIVEL
0 | I 1l \Y

Figura 2. Numero respuestas de los estudiantes en cada nivel.
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NIVEL Il NIVEL O
6% 2%
NIVEL Il
17%
NIVEL |
75%

Figura 3. Porcentaje del niimero de respuestas de los estudiantes en cada nivel

Es decir, que de acuerdo con los gréaficos anteriores, la mayor parte de las respuestas de los
estudiantes estan en el Nivel [ y II de comprension del 4lgebra, con un 92 % y tan solo el 6 % de
las respuestas se ubicaron en el Nivel III y en el Nivel IV hay ausencia de respuestas. Lo que nos
muestra que las producciones de los estudiantes estan mayoritariamente en un nivel de las
operaciones concretas, donde se usa la letra como evaluada, ignorada o como objeto, y, un escaso
porcentaje estard interpretandola como incognita o numero generalizado.

A continuacion se presentan algunas de las producciones de los estudiantes (Figura 4) respecto a

los items 1, 2 y 4:

1. Siustedsabequee+/ =4, ¢aquéesigual e+/+g=7. iPor qué?
€D 1Yoal o 12 Poy Qoe Sofohgo qLe Cador letya

ale L\ LETRA EVALUADA: le asigna valor 4 c/u

2. n multiplicado por 4 puede escribirse 4n. Multiplique por 4 la expresiéon n+5. (Como lo hizo? %
677\4 =20 =Z20h mu\k:plnc?‘;.,»e el numero Soc €D H L4
G 5 € Mopevo SHCE Indice g le pude lo letio

LETRA IGNORADA O NO USADA

4. ¢Cuando es correcta la siguiente expresion: L+M+N = L+P+N ?. Subraye la respuesta correcta:
Siempre (¢ Por qué?); Nunca (dPor qué?); A veces ({En qué casos?).

Poy Qo€ o by efprecion €3 em no ‘ﬂoq manNey o

2 combraynos

LETRA COMO OBJETO

Figura 4. Respuestas de algunos estudiantes a los items de la prueba diagndstico
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Cabe anotar que en este caso, el Nivel 0, que no aparece dentro de la clasificacion que realiza
Kiichemann (1981), es un nivel emergente por parte de nosotros, dado el hecho que nos vimos en
la necesidad de generarlo para aquellas producciones en las que no habia respuesta por parte de

los estudiantes, es decir, entenderemos el Nivel 0 como no clasificable o no responde.

Esta tarea nos llevo a afianzarnos mas en las presunciones iniciales que teniamos acerca del
tratamiento que los estudiantes daban a la letra en contextos algebraicos, en tanto, la letra como
niamero generalizado no es evidenciada en muchas de las producciones. Asi pues, dado que
nuestro objetivo de investigacion compromete las secuencias de generalizacion de patrones,
teniendo en cuenta que el disefo de tareas es fundamental en tanto que estas deben ser
realizables, nos obligaba a tener en cuenta factores como la caracterizaciéon de la didactica
asumida, el tipo de poblacidn, el tipo de instrumentos, la riqueza de las tareas, los tipos de
situaciones en cuanto a la pertinencia dentro de del contexto escolar y su validez dentro del
marco de otras investigaciones en la comunidad académica. De esta manera, se propusieron
tareas que en nuestro concepto permitirian identificar categorias de razonamiento y fueran utiles
en la medida que evidenciaran fendmenos de desarrollo, trayectorias de aprendizaje y

formalizacion de procedimientos.

En tal sentido, se disefid una secuencia de siete tareas (T1 — T7) sobre la generalizacion de
patrones que permitiera reportar el desarrollo que alcanzaban los estudiantes al abordar tareas
sobre generalizacion de patrones que exigieran la interpretacion y el uso de la letra como niimero
generalizado, generando entre una y otra niveles de dificultad operativa cada vez mayor,
partiendo desde la identidad del nimero de la figura con el nimero de objetos en la secuencia

(Tarea 1).

3.2.2 Disenio y Justificacion de las tareas

A continuacién presentamos, un andlisis de las tareas que propusimos desde la tarea 1 (T1) hasta
la tarea 7 (T7), lo que nos permiti6é obtener una sensibilidad analitica y poder tomar decisiones en
torno a los estudiantes que iban a ser sujetos de un estudio mas profundo, en tanto sus

producciones proporcionaban una mayor cantidad de informacion acerca del uso e interpretacion
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que le daban a la letra, y su proceso de desarrollo a medida que se avanzaba en cada una de las
tareas. Coincidimos con Goldin (1998, p. 57, citado en Vergel, 2014) en seialar que “la
estructura de las tareas es un componente esencial para entender y hacer inferencias del

comportamiento observado en la resolucion de problemas”.

En tal sentido, desde los planteamientos de Vygotski en su teoria psicologica, tal y como se hizo
énfasis en el marco teodrico, el signo tiene un papel preponderante y fundamental, en el desarrollo

del pensamiento tal y como lo describe Vergel (2014b, p. 39):

[...] el signo cumple el papel de una operacion significativa. Ain mas, los signos no se
limitan unicamente a su funcion representativa, la eleccion de ellos no es neutra o
independiente y dicha eleccion orienta el destino en el cual se expresa el pensamiento, el

destino de la comunicacion.

Asi pues, el término signo es utilizado por Vygotski con el sentido de poseedor de significado
(Wertsch, 1985/1988, p. 34), por lo que sera nuestro punto de referencia en las producciones de
los estudiantes en torno al manejo que le dan a cada una de las tareas propuestas, tomando como
base tareas con patrones (secuencias figurales) trabajadas por algunos investigadores, en tanto
este factor nos permitia tener una base teorica frente a ellas, dado que ya habian sido
desarrolladas en otros contextos, razén por la que no son literales en su presentacion ni en las
preguntas realizadas a los estudiantes, sino que han sido redisefiadas y ajustadas al nivel y

contexto en que se fue llevado a cabo el estudio.

Cabe anotar, que las preguntas planteadas en cada una de las tareas, por lo menos en las tres
primeras, fueron sometidas a un pilotaje con otros investigadores, con docentes de matematicas
en ejercicio en diferentes niveles de educacion y con algunos estudiantes de grado octavo

diferentes al grupo control.
A continuacion, presentamos la descripcion de cada una de las tareas, con ciertas aclaraciones al

respecto, en tanto se iban realizando ajustes a las mismas, dado el caracter metodoldgico de la

Investigacién Accidn (IA) en concordancia con Miguélez (2000).

38



3.2.2.1 Tarea 1: Identidad

Considere la siguiente secuencia:

JANRWAVARVAVANRVAVAYS

fig1 fig 2 fig 3 fig 4
¥ Dibuje las tres praximas figuras de la secuencia.
¥ (Cuantos tridngulos tendra la fig. 10, fig. 15, fig. 20, fig. 777
¥"  iQué posicion dentro de la secuencia ocuparan las figuras con 24, 42 y 100 tridngulos?
¥ iCudl esel menornimera de tridngulos que pueden conformar una figura de la secuencia? ¢ Cual el mayor
numero de tridngulos?
¥ Determine de qué depende la cantidad de tridngulos en cada figura en la secuencia. Explique su respuesta.
v

Sise pudierarepresentar mediante alguna expresion la dependencia entre la cantidad de tridngulos y cada
figura en la secuencia, éCual seria y por qué?

Figura 5. Tarea 1: Identidad

En esta tarea se presenta la identidad respecto al nimero de tridngulos y el numero de la figura
correspondiente a dicha cantidad, es decir, la forma n = n; ademas de solicitar una justificacion

verbal en las ultimas tres preguntas.

3.2.2.2 Tarea 2: ldentidad-Perimetro

En la siguiente secuencia se muestran unos cuadrados que van aumentando en tamafio de acuerdo con la
longitud de sus lados:

figl fig2 fig 3 figa figs

D1 2 3 4 5

NN

Determine la medida del lado de las figuras 6, 7, 10, 15.

5i el perimetro de una figura es la suma de la medida de sus lados, ;Cuil es el perimetro de cada
figura anterior?

v Registre en una tabla el mimero de la figura, la medida del lado de cada cuadrado v su respectivo
perimetro.

Qué regularidades encuentra con respecto a los datos de la tabla?

JComo podria hallarse la medida del lado de cualquier figura?

.Como podria hallarse el perimetro del cuadrado de cualquier figura?

ASANEN

Figura 6. Tarea 2: Identidad-perimetro
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En esta tarea se presenta la identidad respecto al nimero de la figura y la medida del cuadrado,
pero adicionalmente, se involucra una operacion en tanto se pregunta por el perimetro de los
cuadrados en cada figura, con la forma 4n. Involucrando el manejo de una tabla (no
proporcionada) para organizar los datos y manteniendo la solicitud de una justificacion verbal en

las Ulltimas tres preguntas.

Cabe anotar que el disefio de la forma de presentar las tareas, a partir de la siguiente (T3), cambid
en tanto sugerencia de algunos de los investigadores con quienes se piloted, ademas del hecho
que los estudiantes al presentar las preguntas de forma listada, dejaban en ocasiones algunas de
ellas sin abordar, lo que nos llevo a presentarlas dentro de un recuadro que visualmente les
permitiera tener un espacio para responder y ademas los inclinara a no dejar alguna de ellas sin

6
resolver.

3.2.2.3 Tarea 3: Cuadros - Impares

Utilice la siguiente grafica para responder las preguntas formuladas

= om oEm

(12 posicion) (22 posicién) (32 posicion)

Dibuje la figura correspondiente a la 4% posicién.

Calcule el nimero de cuadros de la figura correspondiente a la 97 posicién.

Calcule el nUmero de cuadros de la figura de la posicién 100

Explique la forma como procedid para encontrar la respuesta de la pregunta anterior.

AN NI NN

Escriba una férmula que sirva para encontrar la cantidad de cuadros que tiene la figura

en cualquier posicion.

Figura 7. Tarea 3: Cuadros — impares

En esta tarea se presenta la misma constante a nivel figural, en tanto son formas geométricas
basicas, donde se busca indagar respecto del numero de cuadros en cada posicion, pretendiendo

que los estudiantes lleguen a manejar una forma generalizada de la secuencia 2n — 1, es decir,

6
Ver Anexos: Tareas
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que haya reconocimiento de las cantidades como impares. Por otra parte, a diferencia de la tarea
anterior, no se otorga la opcion de presentar los resultados en una tabla, con el fin de medir el
proceso de factibilidad que ésta ofrece como recurso didactico de generalizacion para los
estudiantes, al tener visibles los datos en una tabla, pero si, manteniendo la solicitud de una

justificacion verbal en las ultimas tres preguntas.

En este sentido, en las cuatro tareas siguientes, es decir (T4, TS, T6, T7), se presenta la tabla
como recurso dentro de cada una de ellas, en tanto los estudiantes en sus producciones tuvieron
mayor facilidad al abordar las preguntas finales, cuando la tabla les permitia tener una

organizacion de la informacion.

Asi pues, las tareas siguientes fueron determinadas por este factor, ademas del trabajo de

operaciones mas complejas, donde se involucra una o mas de una, de la siguiente manera:
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3.2.2.4 Tarea 4: Triangulos — Potenciacion

Utilice la siguiente grafica para responder las preguntas formuladas

/A

fig1 fig 2 fig 3

v’ Dibuje la figura correspondiente a la 4° posicion.
v’ Calcule el nimero de tridngulos pequefios de la figura correspondiente a la 9° posicidn.
v" Llena la tabla con los siguientes datos

NuUmero de tridngulos

Numero de la figura N
pequerios

Figura 1

Figura 2

Figura 3

Figura 4

Figura 9

Figura 50

Figura 253

Figura 359

v" Explique la forma como procedid para encontrar la respuesta de la pregunta anterior.

v’ Escriba una férmula que sirva para encontrar la cantidad de tridangulos pequefios que tiene la
figura en cualquier posicion.

Figura 8. Tarea 4: Triangulos — potenciacion

En esta tarea se despliega una secuencia de tridngulos en los que van aumentando la cantidad de
los mismos, con la pretension de llegar a la secuencia n?, es decir, la potenciaciéon como
operacion, involucrando el manejo de una tabla (proporcionada) para organizar los datos y

manteniendo la solicitud de una justificacion verbal en las tltimas tres preguntas.
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3.2.2.5 Tarea 5: Baldosas

Observa el piso de las siguientes habitaciones y las baldosas que lo forman

Habitacidén No. 1

Habitacién No. 2 Habitacién No. 3

v" Dibuje la habitacién que sigue.
v" Llena la tabla con los siguientes datos.

Numero total de Numero de baldosas NUmero de baldosas
baldosas Oscuras blancas

Habitacién No.
Habitacién No.
Habitacién No.
Habitacién No.
Habitacién No. 20
Habitacién No. 100
Habitacién cualquiera
¢Cémo se va obteniendo el nimero total de baldosas?

PIWIN|E-

¢Como se va obteniendo el nimero de baldosas oscuras?
¢COmo se va obteniendo el nimero de baldosas blancas?

AN NI NN

Si nos dan la cantidad de baldosas blancas que tiene el borde de una habitacidn, explique:
a. ¢cémo se puede encontrar la cantidad total de baldosas de esa habitacion?

b. écémo se puede encontrar la cantidad de baldosas oscuras para esa habitacién?

c. écomo se puede encontrar la cantidad de baldosas blancas para esa habitacion?

v’ Escriba una operacidn con la que se pueda encontrar:

a. Lacantidad total de baldosas para cualquier habitacion

b. Lacantidad de baldosas oscuras para esa habitacion

C. Lacantidad de baldosas blancas para esa habitacion

Figura 9. Tarea 5: Baldosas

En esta tarea se muestra una secuencia de cuadros en el contexto del piso de una habitacion, con
dos tonalidades diferentes, donde se indaga acerca del niamero total de baldosas que corresponde
a la secuencia (n + 2)% 6 n? + 4n + 4; sobre el numero de baldosas blancas pretendiendo la
sucesion de (n+2)2—n?64n+4 y ademis por la cantidad de baldosas oscuras,

correspondiente a la sucesion determinada por n?, es decir, la potenciacion con operaciones
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adicionales, involucrando también el manejo de una tabla (proporcionada) para organizar los

datos y manteniendo la solicitud de una justificacion verbal en las ultimas preguntas.

3.2.2.6 Tarea 6. Puntos

Observe la siguiente secuencia

o o © =

& & - & e & .

-« o &= & - o o e =
n="1 n=2>2 n=3

v" Dibuje la figura que sigue en la secuencia.

v" Describa las figuras de la secuencia como si lo hiciera para alguien que estd en el mismo salén
pero que no lo ha visto. Haga su descripcion de tal forma que esa persona pueda luego dibujar
la secuencia.

v Escriba una regla que ayude a construir la secuencia

v Llena la tabla con los siguientes datos.

Posicion Numero de puntos en | NUumero de puntos en Numero Total de
la base la altura puntos
n=1
n=2
n=3
n=4
n=20
n =100
Cualquier posicion n

v’ éCudntos puntos se necesitan para la figura n=10 y n=37?.
v" Escriba una férmula matematica que sirva para hallar la cantidad de puntos en cualquier
posicidn de la secuencia.

Figura 10. Tarea 6: Puntos

En esta tarea se presenta una secuencia de puntos, aumentando la cantidad de los mismos, con la
pretension de llegar a la secuencia n? +n, es decir, la potenciacién como operacion,
involucrando el manejo de una tabla (proporcionada) para organizar los datos y manteniendo la
solicitud de una justificacion verbal en las tltimas preguntas, sin dejar de lado que se involucra
otra forma de expresion de las regularidades halladas por cada estudiante, en tanto se incluye una
pregunta que le solicita describir los hallazgos para alguien del saléon que no ha visto el patron y

que pueda a través de dicho relato hallar la misma sucesion.
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Dicha inclusiéon de la pregunta con el proposito de contarle a un compafiero, tiene una
intencionalidad en términos semidticos, en tanto buscaba que el estudiante expresara de una
forma mas natural (su propio lenguaje) lo que estaba encontrando, de tal manera que le
proporcionara herramientas para poder en términos de Vygotski, interiorizar esos fendomenos y
poder hacer consciente ese proceso implicito en el desarrollo de la tarea. Lo que para nosotros en
concordancia con la premisa vygotskiana que “el pensamiento se puede desarrollar”, nos

permitird pronunciarnos en torno a dicho desarrollo.

Cabe resaltar que las tareas T6 y T7, son las ultimas en el trabajo investigativo con los
estudiantes en el aula, razon por la que son aquellas en las que se generaron cambios en tanto la
inclusion de un nuevo item dentro de cada tarea, que nos permitiera pronunciarnos con mayor

profundidad en torno al proceso de desarrollo conceptual y del pensamiento.

En tal sentido y dado que en términos de Vergel (2014b. p. 54) el desarrollo estd dirigido a
promover grados crecientes de dominio autonomo (consciente y voluntario) y descontextualizado
de los instrumentos de mediacion semiotica; las tareas implementadas deben privilegiar, junto
con la actividad desplegada por los estudiantes, el acceso al dominio de los instrumentos de
mediacion con un caracter acentuadamente descontextualizado, lo cual deberia posibilitar un
acceso a formas de conceptualizacion propia de las matematicas, en este caso del algebra, lo que
permitird pronunciarnos respecto al desarrollo que alcanzan los estudiantes a través de sus

producciones en el desarrollo de las tareas y en las actividades mismas.
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3.2.2.7 Tarea 7: Tridngulos-Area

Teniendo en cuenta que el drea de un triangulo es el producto de la medida de su base por su
altura, dividido en dos. Utilice la siguiente grafica para responder las preguntas formuladas

9 « o o
6
JVA
—_ — 1
2 4 6
fig 1 fig 2 fig 3 - fign
Area = 3 unidades? Area = 12 unidades? Area = 27 unidades?

v Dibuje la figura correspondiente a la 4° posicién y determine su area.

v Calcule la medida de los tridangulos de la figura correspondiente a la 9° posicidon y determine su
area.

v Calcule las medidas de los tridngulos de la figura de la posicién 30 y determine su &rea.

v Llene la tabla con los siguientes datos

Posicidn Medida de la base Medida de la altura Area
Figura 1
Figura 2
Figura 3
Figura 4
Figura 9
Figura 47
Figura 110
Figura n

v Describa las figuras de la secuencia como si lo hiciera para alguien que esta en el mismo salén
pero que no las ha visto y explique cémo ha llegado a sus respuestas. Haga su descripcion de tal
forma que esa persona pueda luego dibujar la secuencia con sus respectivas medidas.

v" Escriba y explique una férmula matemdtica que sirva para encontrar las medidas de los
triangulos en la base, en la altura y el drea que tiene una figura en la posicion n.

Figura 11. Tarea 7: Triangulos — drea

En esta tarea se presenta una secuencia de triangulos, aumentando la cantidad de los mismos,
pero se incluyen medidas en la base y en la altura, siendo esta tltima el triple de la medida de la
base, con el fin de obtener informacion acerca del area de cada uno de ellos, dado que se

proporciona la definicion del procedimiento para determinarla; es decir, la pretension buscada en

. 2n) (3n) , . , <y
la tarea es la de llegar a la secuencia # 63n?, es decir, el area como operacion,
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involucrando el manejo de una tabla (proporcionada) para organizar los datos y manteniendo la
solicitud de una justificacion verbal en las ultimas preguntas, sin dejar de lado que como se habia
mencionado, se involucra otra forma de expresion de las regularidades halladas por cada
estudiante, en tanto se incluye una pregunta que le solicita describir los hallazgos para alguien del

salon que no ha visto el patréon y que pueda a través de dicho relato hallar la misma sucesion.

Como ya se ha mencionado anteriormente, se tratara de realizar una cuidadosa descripcion del
fenomeno en estudio, en este caso, el desarrollo conceptual o de pensamiento al resolver tareas
sobre generalizacion de patrones que involucren la interpretacion y uso de la letra como nimero

generalizado en estudiantes de grado octavo (13-15 afios).

La opcion de abordar secuencias figurales en este estudio reside fundamentalmente en que estos
tipos de secuencias representan situaciones propicias para el desarrollo de pensamiento, razon
apoyada por las sugerencias investigativas que plantea el profesor Luis Radford, expuestas por
Vergel (2014b). De la misma manera, Pretexto (1996/1999) lo presenta como elemento que debe
ser abordado desde el trabajo aritmético ya que permite un transito mas natural hacia el trabajo

algebraico.

Dado que asumimos una posicion vygotskiana desde la tesis, segin la cual el pensamiento se
puede desarrollar, el plantear como recurso didactico una serie de tareas las cuales ponen unas
condiciones con el proposito de que ocurra cierto fendmeno, cobra sentido para el caso de este
estudio, en tanto se pretende indagar por la manera como los estudiantes nombran o nominan las
regularidades y centrar la mirada en cualquier caracteristica que nos dé indicios de otras formas
de pensamiento relacionadas con la generalizacion de patrones y la interpretacion y uso de la letra

como numero generalizado.

En concordancia con lo anterior, cada una de las tareas propuestas intentaban involucrar a los
estudiantes en una actividad que posibilitara ganar confianza en el trabajo que desarrollaban; y
depurar constantemente las preguntas que planteabamos, consecuentemente con lo propuesto
desde la metodologia y previendo también ciertas dificultades asociadas con la configuracion de

las secuencias.
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Las tareas, tomadas y ajustadas del trabajo realizado por Azarquiel (1993) y Pretexto (1999),
ademas de otras investigaciones similares, se realizaron de manera escrita e individual en

sesiones de 60 minutos aproximadamente.

En cada uno de los disefios de las tareas presentamos una secuencia figural y a partir de dicha
secuencia se planteaban una serie de preguntas con las que se buscaba indagar sobre las
diferentes formas de interpretacion de los estudiantes con respecto a la generalizacion de un

patrén, tal y como se pudo evidenciar en la descripcion realizada anteriormente.

3.2.3 Sistematizacion y Clasificacion de la informacion

La recoleccion de la informacion estuvo precedida por el disefio previo de tareas acerca de
generalizacion de patrones, realizado en seis fases, siguiendo las orientaciones metodologicas, en
coherencia con lo propuesto desde la metodologia de Investigacion Accion, se desarrolla a través

de una serie de etapas descritas por Miguélez (2000):

Fase 1: Acercamiento e insercion en la problemadtica de profundizacion.

Fase 2: Disefo de pilotaje.

Fase 3: Disefio y/o adaptacion de tareas asociadas sobre generalizacion de patrones.
Fase 4: Implementacion de las tareas.

Fase 5: Documentacion del analisis

Fase 6: Reporte de la experiencia.

Desde esta perspectiva, las fases 1 a 4 tienen un caracter ciclico, entendido como un proceso en el
cual se redisefiaban las tareas siguientes a partir de la informacion obtenida, de los métodos y
técnicas a utilizados y las acciones realizadas por los estudiantes, de tal manera que a medida que
se fueran generando nuevas producciones, éstas vislumbraran elementos de juicio para

pronunciarnos acerca del proceso de desarrollo planteado en la pregunta de investigacion.
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A partir de estas seis fases y de sus respectivos andlisis, y especialmente con base en las tareas
propuestas sobre generalizacion de patrones, profundizamos en el tipo de respuestas que daban y

sus justificaciones, a partir de las producciones sobre dichas tareas.

De esta manera, indagamos sobre aspectos que iban emergiendo en el proceso, tales como
respuestas de los estudiantes que a nuestro entender no eran muy claras, o por el contrario, otras
producciones que mostraban interpretaciones que inicialmente no se habian tenido en cuenta en el
proceso de disefo; pero en todo caso, sin ningun interés en valorar respuestas correctas o
incorrectas, sino en observar los procesos que desarrollaban los estudiantes en los cuales se
pudiera identificar alguna evolucioén asociada con la manera de identificar patrones, de reducir
recursos semioticos que movilizaban, significados que elaboraban e instrumentos semioticos

usados, entre otras cuestiones.

Respecto a la prueba de pilotaje, se toman como referentes los trabajos desarrollados por
Kiichemann (1981) con relacion a las seis distintas interpretaciones que hacen los estudiantes de

la letra en los contextos algebraicos:

e Letra evaluada: se le asigna un valor numérico desde el comienzo a la letra.

e Letra ignorada: la letra es ignorada o su existencia es reconocida pero sin darle un
significado.

e Letra como objeto: la letra se reconoce como el nombre de un objeto o como el objeto en
si misma.

e Letra como incognita especifica: la letra es reconocida como un niimero desconocido pero
especifico y se puede operar sobre ella.

e Letra como nimero generalizado: a la letra se le reconoce como un ente con la posibilidad
de tomar valores en universo dado.

e Letra como variable: la letra se ve como representante de un rango de valores
inespecificos, y se ve que existe una relacion sistemdtica entre dos de dichos tipos de
valores.

Ahora bien, Kiichemann (1981), con base en los niveles de comprension establecidos por Collis
(1975) y las diferentes interpretaciones de letra, realizadas por los estudiantes, propone los
siguientes niveles de comprension del algebra:
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NIVEL I: Bajo de las operaciones concretas (Letra evaluada y no usada/ignorada).

NIVEL II: Superior de las operaciones concretas (Letra como objeto).

NIVEL III: Bajo de las operaciones formales (Letra como incdgnita y nimero

generalizado).

NIVEL IV: Superior de las operaciones formales (Letra como variable).

Lo que permiti6 generar una matriz de correlacion al respecto de las respuestas de los estudiantes

ESTUDIANTE

MNIVEL I

MNIVEL I

PREGUNTAS

PLANTEADAS RESPUESTAS

PREGUNTAS
PLANTEADAS

RESPUESTAS

PREGUNTAS

PLANTEADAS RESPUESTAS

PREGUNTAS
PLANTEADAS

RESPUESTAS

NIVEL IV

PREGUNTAS

PLANTEADAS RESPUESTAS

EL

Alison Sdnchez

=

13

ra

=

=

E2

Brayan Mateus

11

E3

Camilo Zuleta

14

E4

Dayana Valbuena

12

Diego Ramirez

10

E6

Francisco Vela

8

E7

Gissel Garzon

12

E8

Jessica Enriquez

8

E9

Laura Sénchez

12

E10

Leidy Aguilera

12

E1l

Leidy Espinosa

13

E12

Luisa Fuentes

7

E13

Manuela Guerrero

13

El4

Natalia Rico

9

E15

Ronal Ruiz

8

El6

Walter Martin

8

E17

Santiago Parrado

10

E18

Yomaira Gamboa
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Figura 12. Matriz de correlacion de las respuestas de los estudiantes en la prueba de pilotaje

En este mismo sentido, respecto a las Tareas (T1-T7) y para hacer referencia a la sistematizacion

y clasificacion de datos recogidos con las producciones de los estudiantes, tomamos como base

los criterios que permiten evidenciar las etapas en el proceso de generalizacion descrito por

Mason et al. (1985) referenciado por el grupo Azarquiel (1993):

1. Ver (regularidades)

3. Escribir (Expresiones simbolicas)

2. Describir (Buscar precision para comunicar - lenguajes intermedios)

Estas etapas seran correlacionadas ademds con los siete niveles propuestos por Pretexto

(1996/1999) para el analisis de respuestas en tareas sobre patrones:
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NIVEL 0: No responde.

NIVEL 1: No alcanza a encontrar el patron de formacion en lo perceptual.

NIVEL 2: Encuentra el patron de formacion inicamente en lo perceptual.

NIVEL 3: Encuentra el patrén de formacion unicamente sobre lo concreto finito.

NIVEL 4: Encuentra el patrén de formacion hasta lo concreto generalizado.

NIVEL 5: Encuentra el patrén de formacion general y llega sélo a verbalizarlo.

NIVEL 6: Encuentra el patron de formacion general, lo verbaliza y simboliza en lenguaje
intermedio.

NIVEL 7: Encuentra el patrén de formacion general, lo verbaliza y simboliza en lenguaje

algebraico formal.

Partiendo de la interpretacion de dichas producciones, €stas se clasificaron en una matriz de
manera horizontal por cada estudiante y de manera vertical con respecto a las etapas y niveles

anteriormente mencionados, relacionando estos dos (etapas y niveles) de la siguiente manera:

e Ver:Niveles1,2y3
e Describir: Niveles 4y 5
e Escribir: Niveles 6 y 7

Sin desconocer que aparezcan producciones de los estudiantes que evidencien tipificaciones
distintas o intermedias con respecto a las categorias establecidas por este autor, por ejemplo,
identifica el patron y lo expresa en Lenguaje Natural (LN), identifica el patrén y lo expresa en
Lenguaje Algebraico (LA), identifica el patron y lo generaliza en LN, identifica el patron y lo
generaliza en LA, o, incluso que no hallara el patron; lo cual permitira determinar una correlacion
en los cuatro niveles de desarrollo algebraico que Kiichemann (1981) categoriza, situaciéon que

sera tratada mas adelante en el parte del analisis descriptivo.

Los instrumentos han sido analizados a manera de un estudio de caso (colectivo) arrojando
informacion significativa para la toma de decisiones en el desarrollo del proceso de
profundizacion, en tanto, el Estudio de Caso es una herramienta valiosa de investigacion, ya que

su mayor fortaleza radica en que a través del mismo se mide y registra la conducta de las
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personas involucradas en el fendmeno estudiado (Stake, 1998). Como por ejemplo se muestra en
la figura 12, una parte de la clasificacion que se hace en la matriz de correlacion respecto a las
producciones de los estudiantes, en torno a los niveles de generalizacion, ubicando cada
estudiante en cada tarea y su correspondiente nivel de acuerdo a la respuesta que dio ante cierta

pregunta, de manera horizontal, y de forma vertical, la organizacion por niveles y estudiantes.

MIVELES DE GEMNERALIZACION
ESTUDIANTEl  TAREAS VER DESCRIBIR ESCRIBIR
M. 1 M. 2 M. 3 M. a M. 5 M. 6 N7

T.2. P1 P2 P3 P4, PS5
T.3. Pl P2 P3 P4, P5

E2 T.4. Pl P2 P3 P4, PS5
T.5. Pl P2 P3 Pa PS5
T6 P1, P2 pa P3 PS5 [
T.7. P1,P2,P4 PS5 |P3 [
T.1. Pl P2 P3 P2, PS5, PE
T.2. P1, P2, P3 P4, PS5 PE
T.3. Pl P2 P3 Pa PS5

E10 T.4. Pl P2 P3 P4, P5
T.5. P1 P2 P3, P5
T.6. P1 P2, P5 P3, P2 [
T.7. Pl P2 p3, Pa [
T.1. Pl P2 P3 PS, PE Pa
T.2 Pl P3 PE
T.3. P1 P2 P3 PS

E11 T.4. P1 P2 P3 P4, PS5
T.5. Pl P2
T.6. Pl P4, PS5, P6 |P3
T.7. Pl P2 P3, P4 PE
T.1 P1 P2 P3, P4 PS5 [
T.2. Pl P2, P3 Pa PS5 PE
T.5. Pl P2 P3 Pa PS5

E12 T.4. Pl P2 P3 Pa PS5
T.5. Pl P2 P3,P4,P5,P6 P7
T.6. Pl P2 P3, PS5 Pa PE
T =] =] =] po 1) =

Figura 13. Ejemplo de la matriz de correlacion de las respuestas de los estudiantes en cada una de las tareas.

Se realiz6 una etapa que denominamos analisis preliminar, haciendo uso de matrices de
correlacion respecto a los niveles de generalizacion, de tal manera que, se pudiese organizar la
informacion por cada estudiante (E) respecto a cada una de las tareas (T) implementadas, siendo
estas el insumo para clasificar las producciones de los alumnos en una correspondencia de los
niveles propuestos por Pretexto (1996/1999) y Mason et al. (1985), como se hizo mencion
anteriormente, lo que permitio realizar una clasificacion de acuerdo al méximo nivel alcanzado

en cada tarea por parte de cada uno de los estudiantes.

Lo anterior, teniendo en cuenta que se utilizard posteriormente en el capitulo de Analisis
Descriptivo de la informacién, haciendo énfasis en los procesos de desarrollo cognitivo y del
pensamiento respecto a las tareas sobre generalizacion de patrones, que tienen los estudiantes de

octavo grado, de acuerdo con los planteamientos de Vygotski.
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Capitulo 4
Analisis de la Informacion

Desde la perspectiva de la evaluacion del proceso analitico, teniendo en cuenta que lo que se
pretende principalmente es promover el desarrollo del concepto de la letra como nimero
generalizado, provocado por situaciones sobre generalizacion de patrones que obliguen cierto
tipo de procesos, manipulaciones y representaciones, se hace necesario el uso de instrumentos
como las tareas, dado que, se procura reportar las reflexiones que apunten a dar respuesta a la
pregunta: ;Qué proceso de desarrollo sobre la interpretacion y uso de la letra como nimero
generalizado evidencian estudiantes de grado octavo al resolver tareas sobre generalizacion de

patrones?

Asi, la idea de desarrollo vygotskiana que se utiliza en el andlisis, descrita en el marco teorico,
sera el eje central del presente capitulo; de acuerdo con los trabajos desarrollados por Mason et
al. (1985), referenciado en Azarquiel (1993), en cuanto al desarrollo de la capacidad de
generalizar, expresando lo general verbalmente o con ayuda de simbolos, a través de las etapas de
Ver (regularidades), Describir (Buscar precision para comunicar - lenguajes intermedios), y
Escribir (Expresiones simbdlicas), ligadas a los ocho niveles propuestos por Pretexto (1996/1999)

respecto a el andlisis de respuestas en tareas sobre patrones.

En tal sentido, dado que el desarrollo esta dirigido a promover grados crecientes de dominio
autébnomo (consciente y voluntario) y descontextualizado de los instrumentos de mediacion
semiotica; las tareas implementadas privilegian, junto con la actividad desplegada por los
estudiantes, el acceso al dominio de los instrumentos de mediacion con un caracter
acentuadamente descontextualizado, lo cual deberia posibilitar un acceso a formas de
conceptualizacion propia de las matematicas, en este caso del algebra, lo que ha permitido
realizar unos pronunciamientos respecto al desarrollo que alcanzan los estudiantes a través de sus

producciones en el desarrollo de las tareas y en las actividades mismas.
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De esta manera, se presenta un andlisis de las tareas propuestas, desde la tarea 1 (T1) hasta la
tarea 7 (T7), lo que permitid obtener una sensibilidad analitica y poder tomar decisiones en torno
a los estudiantes que iban a ser sujetos de un estudio mas profundo, en tanto sus producciones
proporcionaban una mayor cantidad de informacion acerca del uso e interpretacion que le daban a
la letra, y su proceso de desarrollo a medida que se avanzaba en cada una de las tareas.

Luego, coincidimos con Soneira (2006, p. 156) cuando sostiene que:

El investigador selecciona casos a estudiar segun su potencial para ayudar a refinar o
expandir los conceptos o teorias ya desarrollados. La “saturacion tedrica” significa que
agregar nuevos casos no representara hallar informacion adicional por medio de la cual

el investigador pueda desarrollar nuevas propiedades de las categorias.

Tal como lo plantea Vergel (2014b, p. 105), es necesario aclarar que “la saturacion tedrica no
tiene una interpretacion objetiva, ni es calculable, ni medible”. En dicho sentido, el mismo autor

sefiala:

[...] llega un momento en el cual hay que tomarse una responsabilidad personal como
investigador y decidir que ya es suficiente. Soneira (2006, p. 157) precisa que “codificar
supone siempre un corte o fractura de los datos”, lo cual sugiere un esfuerzo en leer y

releer los datos para descubrir relaciones.

En cuanto a la constitucion de los datos de nuestra investigacion, éstos se abordaran desde una
vision metodologica de acuerdo con lo planteado por Glaser (1978, 2002), Glaser & Strauss
(1967) y Soneira (2006), de manera que se visibiliza un proceso de codificacion abierta precedido
por el criterio de foco tedrico al tener en consideracion de manera permanente nuestra pregunta y

objetivo de investigacion.

Entonces, el conjunto de datos esta constituido por las producciones escritas de cada uno de los
estudiantes, las cuales se establecieron de la siguiente manera: 19 para cada una de las dos
primeras tareas y 15 hojas de trabajo para las Tareas de la 3 a la 7, para un total de 113 hojas de

trabajo durante las 7 sesiones llevadas a cabo.
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A partir de dicha informacién, se clasificaron las producciones con respecto a las preguntas
realizadas en las tareas propuestas, observando respuestas redundantes o poco pertinentes y las
que no eran de utilidad. Este proceso de reduccion y andlisis de datos siempre estuvo regido por
el criterio fundamental del foco teodrico, teniendo en cuenta no sélo la pregunta y los objetivos de
investigacion, sino también lo concerniente al concepto de desarrollo, facilitando asi la
comprension y el avance en el proceso de andlisis de los datos, haciéndose indispensable la

capacidad de separar lo que era relevante y lo que no.

Luego, considerando permanentemente el foco tedrico, se procede a realizar una segmentacion
tematica marcando con diferentes colores lo que a nuestro juicio se constituian en indicios que
mostraban elementos o aspectos asociados con las categorias propuestas para el analisis de
respuestas en tareas sobre patrones (Pretexto 1996/1999) y relacionados ademas con los pasos en
el proceso de generalizacion (Azarquiel, 1993). Se marc6 con color naranja aquellas respuestas
que indicaban lo relacionado con la etapa de ver regularidades en una secuencia de patrones
figurales correspondientes con los niveles 1,2 y 3; con color amarillo las producciones que
indicaran la etapa de describir, lo relacionado con la busqueda de precision para comunicar y el
uso de lenguajes intermedios correspondientes a los niveles 4 y 5 y con color verde todo aquello
que indicara el uso de expresiones simbolicas y lenguaje algebraico formal correspondientes a los

niveles 6 y 7.

En concordancia con lo anterior, el proceso llevo a seleccionar las hojas de trabajo
correspondientes a cada una de las tareas, las cuales arrojaban informacion sobre procesos de
acercamiento o desarrollo que se evidencian en estudiantes de grado octavo al resolver tareas
sobre generalizacion de patrones que exijan la interpretacion y uso de la letra como nimero

generalizado.

En este sentido, de acuerdo con Vergel (2014b), la informaciéon se convierte en dato cuando
damos sentido a ésta, en este caso a través del concepto de desarrollo y de la teoria relacionada
con la generalizacién de patrones y el uso de la letra como nimero generalizado. Estos datos,
obtenidos a partir de las producciones de los estudiantes, fueron objeto de profundizacion

analitica con miras a responder nuestra pregunta de investigacion.
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De acuerdo a lo expuesto anteriormente y partiendo de la premisa de que el andlisis de datos es
un proceso activo e interactivo en la investigacion, dicho andlisis debe entonces documentarse
integrando diferentes puntos de vista, el cual, en este caso se realiza a manera de triangulacion
entre los dos autores (Investigador 1, Investigador 2) y posteriormente la intervencion de un
tercero, investigador experto (Investigador 3 — Director del trabajo de grado), quien realizara
algunas recomendaciones al respecto con el fin de ahondar en dicho proceso y encontrar

respuestas asertivas en relacion al evento asumido como objeto de estudio.

A través de un andlisis cruzado de la informacion se pueden obtener datos de gran interés que
permitan no sélo el contraste de los mismos, sino que también puede ser un medio de obtener

otros datos que no han sido aportados en un primer nivel de lectura de la realidad.

En este sentido, multiples observadores pueden no concordar en lo que observan, dado que cada
observador tiene experiencias interaccionales unicas en el fendémeno observado, por lo tanto, a
través de la diversidad de miradas, la diferencia en el tratamiento de los resultados, las distintas
formas de analisis de los datos y el contraste y discusion sobre los mismos, conlleva a un mayor

grado de objetividad.

4.1 Analisis de la informacion

A continuacion se presenta un analisis de las tareas dispuestas explicando las razones de este
disefio y su justificacion teodrica teniendo en consideracion de manera permanente la pregunta y

objetivo de investigacion.

En este sentido es pertinente considerar algunos aspectos importantes a observar en el uso e
interpretacion de la letra en contextos algebraicos, los cuales se tuvieron en cuenta para el diseiio

de las tareas propuestas:

a) Naturaleza y significado de los simbolos y letras

b) Objetivo de la actividad y naturaleza de las respuestas en algebra
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c) Comprension de la aritmética por parte de los estudiantes

d) Uso inapropiado de “formulas” o reglas de procedimiento”

Entonces, se realiza el anélisis de las producciones de nuestros estudiantes con respecto a las siete
tareas propuestas sobre generalizacion de patrones, ademas de una tarea adicional, la “tarea de
los sobres”, con la que se pretendia mirar la forma en como manejaban lo desconocido; colando
la mirada en la informacion acerca del uso e interpretacion que le daban a la letra en cada una de
ellas y asi llegar a pronunciamientos sobre su proceso de desarrollo conceptual o del

pensamiento.

4.1.1 Tarea 1: Identidad

Considere la siguiente secuencia:

JANRVAVARYAVANRWAVAYS

fig1 fig2 fig3 figa
¥ Dibuje las tres proximas figuras de la secuencia.
¥ ¢Cuantos tridngulos tendré la fig. 10, fig. 15, fig. 30, fig. 777
¥ i0ué posicion dentro de la secuencia ocuparan las figuras con 24, 42y 100 tridngulos?
¥ ¢Cuélesel menornimero de tridngulos que pueden conformar una figura de la secuencia? $Cuél el mayor
ndmero de triangulos?
¥ Determine de qué depende la cantidad de tridngulos en cada figura en la secuencia. Expligue su respuesta.
¥ Sise pudierarepresentar mediante alguna expresion la dependencia entre la cantidad de tridngulos y cada

figura en la secuencia, §Cudl seria y por qué?

Figura 14. Andlisis Tarea 1: ldentidad

En esta tarea se presenta la identidad respecto al niumero de tridngulos y el nimero de la figura
correspondiente a dicha cantidad; ademas de solicitar una justificacion verbal en las Ultimas tres

preguntas.

En general, podemos decir que los estudiantes lograron capturar el patron, verbalizaron la
relacion de identidad reconociendo la relacion del orden de la figura con la cantidad de triangulos
para cada posicion y reconocieron la infinitud de los niimeros. Cuando se les preguntd por el
mayor nimero de tridngulos que pueden conformar una figura de la secuencia, varios estudiantes
utilizaron como referencia el nimero 100 respondiendo que “mayor que 100 y otros por su parte

respondieron que la cantidad era infinita.
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En este sentido, el minimo nivel alcanzado por el grupo fue N2, es decir, alcanza a reconocer el
patron solamente en lo perceptual; por el contrario, el maximo nivel alcanzado fue el N7, en que
encuentra el patron, lo verbaliza y simboliza en lenguaje algebraico formal. De esta manera, en
relacion a informacion particular; el nivel preponderante fue el N5, en el que se encuentra el

patron de formacion general y lo verbaliza.
Por ejemplo:

E10: Alcanzo un maximo nivel N5, quien ante las tres ultimas preguntas expresa de manera

verbal:

v' ;Cudl es el menor numero de tridngulos que pueden conformar una figura de la secuencia?

(Cual el mayor nimero de tridngulos?

R/: “El menor nimero de tridngulos es 1 que pertenece a la fig 1.”; “Es infinito puesto que segiin

el niimero de la figura es el nimero de tridngulos”.

v' Determine de qué depende la cantidad de tridngulos en cada figura en la secuencia. Explique

su respuesta.
R/: “Depende del nimero de la figura, si la figura tiene 6 lados es la fig 67

v Si se pudiera representar mediante alguna expresion la dependencia entre la cantidad de

tridngulos y cada figura en la secuencia, ;Cual seria y por qué?

R/: “La cantidad de triangulos depende seglin el numero de la figura, ej: si la figura es numero 2

tendria 2 tridngulos.

E12: Alcanz6é un maximo nivel N7, quien ante las tres ultimas preguntas expresa de manera

verbal:

v" (Cudl es el menor numero de tridngulos que pueden conformar una figura de la secuencia?

(Cudl el mayor numero de tridngulos?

R/: “Pues la menor figura seria la 1 porque tiene un tridngulo y la mayor sera pues la figura pues

la secuencia no tiene final”.
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v Determine de qué depende la cantidad de tridngulos en cada figura en la secuencia. Explique

su respuesta.

R/: “pues por el No. de la figura, pues el No. de la figura es el nimero de triangulos”, ademas

hace uso de un recurso tabular de los datos para ejemplificar, como se observa en la Figura 15:

i

Figura 15. Representacion 1 de produccion E12 — T1

v Si se pudiera representar mediante alguna expresion la dependencia entre la cantidad de

tridngulos y cada figura en la secuencia, ;Cual seria y por qué?

(13 2

R/: Hace uso de un recurso tabular, ademas de utilizar la letra “n” como recurso de

generalizacion, como se evidencia en la Figura 16:

o)
I
2

Figura 16. Representacion 2 de produccion E12 — T1

E14: Se clasifico en 5 como maximo nivel, quien ante las tres ultimas preguntas expresa de

manera verbal:

v" ;Cudl es el menor numero de tridngulos que pueden conformar una figura de la secuencia?

(Cual el mayor nimero de tridngulos?
R/: “El menor numero de tridngulos es 1 y la mayor seria 4”.

v Determine de qué depende la cantidad de tridngulos en cada figura en la secuencia. Explique

su respuesta.

R/: “Se determina la cantidad de tridngulos con la posicion de la secuencia, por ejemplo:” Anexa

un grafico para ejemplificar su argumento, como se muestra en la Figura 17:
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Figura 17. Representacion 1 de produccion E14 — T1

v Si se pudiera representar mediante alguna expresion la dependencia entre la cantidad de

triangulos y cada figura en la secuencia, ;Cual seria y por qué?
R/: No generd ninguna respuesta.

En tanto esta tarea pretendia acercar y familiarizar a los estudiantes con el manejo de secuencias
con patrones figurales y el tipo de preguntas, no es ingenuo obtener producciones en las que se
encontraran preguntas sin abordar, simplemente justificaciones medianamente elaboradas o muy
bien argumentadas de acuerdo a la comprension de la tarea misma. Lo que en nuestro criterio es

un buen punto de partida respecto al planteamiento y produccion de las tareas posteriores.

4.1.2 Tarea 2: Identidad-Perimetro

En la siguiente secuencia se muestran unos cuadrados que van aumentando en tamafio de acuerdo con la
longitud de sus lados:

figl fig2 fig3 figd figs

D1 2 3 a 5

v" Determine la medida del lado de las figuras 6, 7, 10, 13.

v Si el perimetro de una figura es la suma de la medida de sus lados, ;Cudl es el perimetro de cada
figura anterior?

v Registre en una tabla el mimero de la figura, la medida del lado de cada cuadrado v su respectivo

perimetro.

. Qué regularidades encuentra con respecto a los datos de la tabla?

.Como podria hallarse la medida del lado de cualquier figura?

.Como podria hallarse el perimetro del cuadrado de cualquier figura?

ASRNEN

Figura 18. Anadlisis Tarea 2: Identidad-Perimetro
En esta tarea se presenta la identidad respecto al nimero de la figura y la medida del cuadrado,
pero adicionalmente, se involucra una operacion en tanto se pregunta por el perimetro de los

cuadrados en cada figura. Involucrando el manejo de una tabla (no proporcionada) para organizar

los datos y manteniendo la solicitud de una justificacion verbal en las ltimas tres preguntas.
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En términos generales, en esta tarea los estudiantes identificaron los multiplos de 4 como aspecto
relevante para resolver cada elemento de la sucesion, de esta manera realizaron multiplicaciones
por 4 para hallar las areas o en su defecto realizaban las sumas de sus lados, teniendo en cuenta el

orden de cada figura como aspecto clave en la captura del patron.

Asi pues, el minimo nivel alcanzado por el grupo fue NI, es decir, algunos estudiantes no
alcanzaron a reconocer el patron en lo perceptual; por el contrario, el maximo nivel alcanzado fue
el N7, en el que encuentra el patron, lo verbaliza y simboliza en lenguaje algebraico formal. En
tal sentido, en relacion a informacién particular; en este sentido, el nivel preponderante fue el N4,
en el que se encuentra el patron hasta lo concreto generalizado. De acuerdo con esto se presentan

los siguientes ejemplos:

E10: Alcanzé un maximo nivel N5, quien ante las cuatro ultimas presenta las siguientes

respuestas:

v Registre en una tabla el numero de la figura, la medida del lado de cada cuadrado y su

respectivo perimetro.

= e YAV LD ) O i A
Hﬁdldﬂ .2 A LN _’.I‘ . *’I . & I
Peximet o “ﬂ 6 \ D

Figura 19. Representacion 1 de produccion E10 — T2

v" ;Qué regularidades encuentra con respecto a los datos de la tabla?
R/: “Segn la figura es la medida de ella”

v {Como podria hallarse la medida del lado de cualquier figura?

R/: “Se podria hallar segtn el perimetro que te den”

v Coémo podria hallarse el perimetro del cuadrado de cualquier figura?

R/: “Sumando sus lados o multiplicando su medida por 4 lados”
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E12: Alcanz6 un maximo nivel N7, asi mismo, ante las cuatro ultimas preguntas expresa:

v Registre en una tabla el nimero de la figura, la medida del lado de cada cuadrado y su

respectivo perimetro.

€ Lz b K |
A AICES ALt
. ' 5

ciy AT RV N

A

pevt et

Figura 20. Representacion 1 de produccion E12 — T2
v" ;Qué regularidades encuentra con respecto a los datos de la tabla?

R/: “Pues el namero de la figura se multiplica por 4 y/o con el nimero anterior a la base se le

suma4.Ej:4+4=8; 84+4 =12, etc”
v ({Como podria hallarse la medida del lado de cualquier figura?

R/: “Pues la formula para poder saber es muy obvia, seria la misma letra n [...] ” adjuntando a

manera de ejemplo una representacion tabular:

ey frovg 4T3
Diser & Mg b -
g 4 ¢ 3 @

Figura 21. Representacion 2 de produccion E10 — T2

v' Coémo podria hallarse el perimetro del cuadrado de cualquier figura?

R/: Se describe en la Figura 10:

g W - T T7°T
L ;n,,[_].!.j % [T
sCrH "'\_A,‘ \,'z'!'; ) 2. 4 7%

Figura 22. Representacion 3 de produccion E12 — T2

62



E14: Alcanz6 un méaximo nivel N3, ademas, ante las cuatro Gltimas preguntas manifiesta:

v Registre en una tabla el nimero de la figura, la medida del lado de cada cuadrado y su

respectivo perimetro.
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Figura 23. Representacion 1 de produccion E14 — T2

v (Qué regularidades encuentra con respecto a los datos de la tabla?

R/: “Que va aumentando en niumero de sus lados de acuerdo a la posicion de la figura”
v' :Como podria hallarse la medida del lado de cualquier figura?

R/: “Sabiendo cual es el perimetro de la figura se puede saber la medida de sus lados”

v' ;. Como podria hallarse el perimetro del cuadrado de cualquier figura?

R/: “Sumando la medida de sus lados se puede hallar el perimetro”

Con respecto a esta tarea, se pretendia abordar similitud con la tarea anterior, pero con la
diferencia de involucrar un procedimiento adicional donde se tuviese que operar con los datos
obtenidos al identificar la secuencia, mostrando que su nivel de dificultad aument6 en ciertos
casos, lo cual se refleja en el maximo nivel alcanzado por el grupo, sin dejar de lado que
involucrar un nuevo concepto como el perimetro lleva a los estudiantes a tener que poseer
claridad interpretativa en las instrucciones y comprension del uso de la tabla para responder de
forma clara su abstraccion de la informacion registrada, es decir, el uso de la tabla en la mayoria
de los casos sirvié como herramienta para desarrollar pronunciamientos en torno a las preguntas

subsiguientes, sin que ésta sea el unico medio para tal fin.

Esta reflexion, en cuanto al disefio se refiere, nos permitié generar ciertos cambios en la manera
de presentar las preguntas de las siguientes tareas, en tanto no se presentaron listadas, sino en

recuadros distribuidos en la hoja de trabajo.
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4.1.3 Tarea de los sobres

Si bien la tarea y la consiguiente actividad que llamamos de los sobres ha sido propuesta en el
contexto internacional, para poner en evidencia ciertas caracteristicas del desarrollo del
pensamiento algebraico (por ejemplo en alumnos jovenes), en nuestro estudio, consideramos
pertinente introducirla para favorecer una aproximacion al trabajo con lo desconocido, dadas las
dificultades que emergieron en las producciones de los estudiantes con respecto a las tareas 1y 2

ya reportadas.

Leonardo y Carolina participan en la rifa de boletas para ingresar a las funciones de un festival de cine. Las
boletas estdn guardadas en sobres, cada uno de los cuales contiene el mismo numero de boletas.
Leonardo, quien ya tenia 7 boletas, gand 1 sobre y Carolina, quien ya tenia 2 boletas, gand 2 sobres. Si

ahora los dos quedan con el mismo nimero de boletas, ¢ cuantas boletas contiene cada sobre? ...

Resuelva este problema, jsin usar algebra!
Figura 24. Analisis Tarea de los sobres

Ahora bien, en la tarea ademds de lo mencionado anteriormente, se pretendia que los estudiantes
llegaran a obtener 12 como la cantidad de boletas que tenia cada persona, es decir, que la
cantidad en cada sobre fuera de 5 boletas. Al respecto, se encontraron producciones diversas,

entre las cuales se hacia uso de graficos y produccion textual principalmente, por ejemplo:

E2: propone una organizacion de la informacién proporcionada en una especie de tabla, para
luego llegar a determinar la cantidad boletas en el sobre sin ninguna operacion o proceso

aparente, tal como lo vemos en la siguiente figura.
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B - g L ;% liEetdiane que
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fn cada soboxe, ATTE = !

30(\0 T SD\J’(e.E' Son 4T -

Figura 25. Representacion 1 de produccion E2 — Tarea de los sobres
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Por otra parte, E12 plantea que oper6 a través de ensayo y error para llegar a la cantidad de

boletas en cada sobre, presentando posteriormente el diagrama que se muestra en la Figura 26.

b odoe e & BOEES
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Figura 26. Representacion 1 de produccion E12 — Tarea de los sobres

En esta representacion se evidencia el uso separado de las cantidades de boletas y sobres
correspondientes a cada uno, asi como el nimero de boletas en cada sobre, relacionando las

cantidades seglin las condiciones del problema.

Asi mismo, E16 presenta inicialmente unos graficos de las condiciones del problema, lo que
podria catalogarse como el planteamiento de la situacion en términos graficos, utilizando el signo

de interrogacion “?” como representacion de incdgnita en cada sobre, tal como se muestra a

continuacion:
5 Lo O
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Figura 27. Representacion 1 de produccion E16 — Tarea de los sobres
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Posteriormente, el estudiante presenta una secuencia de como llegd a la respuesta de forma
grafica, aumentando cada vez una boleta en cada sobre, cambiando las cantidades en cada uno de
manera correspondiente para cada persona, hasta llegar a una cantidad igual para cada uno.
Procedimiento en el que se muestra el uso de un cuadro para representar cada sobre, en el que le
va asignado valores diferentes a ese signo “?” utilizado inicialmente, pero sin perder el contexto

de la situacion. Tal como se evidencia en la siguiente figura:
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Figura 28. Representacion 2 de produccion E16 — Tarea de los sobres

La produccion matematica de algunos estudiantes, especificamente con respecto a la tareas 5, al
parecer pone en evidencia ciertas caracteristicas del trabajo llevado a cabo en la tarea de los
sobres, especificamente el tratamiento con lo desconocido. En dicha tarea, una estudiante, por
ejemplo (fig. 29), plantea una serie de operaciones dispuestas entre casillas vacias que
representan los valores del patrén por los cuales se le ha preguntado en la tarea. Posteriormente

66 bh)

rellena dichos cuadros con la letra equis y en cada caso explica lo que ésta significa, lo cual
sugiere un caracter operatorio de lo desconocido. El desarrollo del pensamiento, segun la

perspectiva vygotskiana, estd precisamente ligado a nuevas formas cualitativas de usar las
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palabras y los signos. Este nuevo uso, indudablemente, repercute en la cognicién en una especie
de plasticidad semioética de la mente humana (D"Amore, Fandifio & Iori, 2013), lo cual refiere a
la capacidad de esta de ser modificada por el uso de signos. En este sentido los signos forman
parte de un sistema estableciendo un entramado semantico complejo. En otras palabra, los signos,
y también los artefactos, se incrustan o encarnan en la manera en que los estudiantes piensan y

llegan a conocer, son instrumentos que recrean y reorganizan la estructura del comportamiento

humano (Vygotski, 1929; Vergel, 2015).

Recordemos que en la tarea de los sobres exigiamos explicitamente que los estudiantes no usaran

algebra.
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Figura 29. Representacion de produccion E6 — T5
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4.1.4 Tarea 3: Cuadros - Impares

Utilice la siguiente grafica para responder las preguntas formuladas

= om o'mE

(12 posicion) (22 posicion) (32 posicion)

Dibuje la figura correspondiente a la 4% posicidn.

Calcule el nimero de cuadros de la figura correspondiente a la 9° posicién.

Calcule el nUmero de cuadros de la figura de la posicion 100

Explique la forma como procedié para encontrar la respuesta de la pregunta anterior.

AN NI NI NI

Escriba una férmula que sirva para encontrar la cantidad de cuadros que tiene la figura
en cualquier posicidn.

Figura 30. Analisis Tarea 3: Cuadros-impares

En esta tarea se aborda una secuencia de los nimeros impares, en tanto se pretende que los
estudiantes lleguen a la expresion 2n — 1, con n = 1,2,3,...como generalizacion de la cantidad de
cuadros en cada una de las posiciones, solicitando ademas una justificacion verbal en las ultimas

dos preguntas.

Como hallazgos obtenidos en esta tarea, tenemos que los estudiantes capturan el patron
encontrando las caracteristicas propias de la secuencia, asignando nombres a las figuras para
hallar los valores en cada caso. Para ello verbalizan las operaciones fijando su atencion de
manera segmentada, es decir, vieron cada figura subdividida en dos partes: la de “arriba” y la de
“abajo” y al relacionar estas dos con el nimero de la posicién de cada figura, realizan una
operacion para hallar el nimero en cada caso. En términos generales, los estudiantes lograron ver

el patrén y lo verbalizan explicando las operaciones realizadas.

Luego, el minimo nivel alcanzado por el grupo fue N1, es decir, no alcanza a reconocer el patron
en lo perceptual; por el contrario, el maximo nivel alcanzado fue el N7, en que encuentra el
patron, lo verbaliza y simboliza en lenguaje algebraico formal. En tal sentido, el nivel
preponderante fue el N3, en el que se encuentra el patron unicamente en lo concreto finito. Asi

pues:
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E10: Alcanz6 un maximo nivel N6, quien ante las tres ultimas preguntas respondio:

v Calcule el nimero de cuadros de la figura de la posicion 100.

R/: “Tendria 199 cuadros”

v Explique la forma como procedio para encontrar la respuesta de la pregunta anterior

R/: “Porque se escribe el nimero de cuadros que indica su posicion mas su nimero anterior, en

este caso seria: 100+99=199 cuadros”.

v" Escriba una férmula que sirva para encontrar la cantidad de cuadros que tiene la figura en
cualquier posicion.
Nmero & 0a] S W{B de QoA en
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Figura 31. Representacion 1 de produccion E10 — T3

E12: Alcanz6 un maximo nivel N7, asi mismo, ante las tres Gltimas preguntas expresa:
v’ Calcule el nimero de cuadros de la figura de la posicion 100.

R/: “Hay 199 cuadros en la posicion 100”

v Explique la forma como procedi6 para encontrar la respuesta de la pregunta anterior

R/: “Pues la forma mas fAcil es sabiendo que en los cuadros de abajo hay la misma cantidad que
en numero de posicion, y que en los cuadros de arriba siempre tienen un cuadro menos que los

cuadros de abajo. O ain mas facil la formula F * 2 — 1 .

v" Escriba una férmula que sirva para encontrar la cantidad de cuadros que tiene la figura en
cualquier posicion.

R/: F=posicion de la figura Fx2-1

E13: Alcanz6 un maximo nivel N6, ademas, ante las tres Gltimas preguntas manifiesta:
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v Calcule el nimero de cuadros de la figura de la posicion 100.
R/: No genera la respuesta en términos de una cantidad. Escribe: “n +n — 17
v Explique la forma como procedio para encontrar la respuesta de la pregunta anterior

R/: “Pues miré la secuencia y me di cuenta que al nimero se le sumaba el mismo niimero pero se

le resta 1. Ejemplo: 3+ 3 —1 = 5".

v’ Escriba una formula que sirva para encontrar la cantidad de cuadros que tiene la figura en
cualquier posicion.

R/: Posicion: n+n—1=2n—-1

A partir de las producciones de los estudiantes, empezamos a notar que ellos inician un
acercamiento mas claro con respecto al uso de expresiones alfa-numéricas para generalizar las
regularidades encontradas. Ahora bien, asi el nivel de complejidad aumentara, en tanto se
requiere de una identificacion clara de las regularidades en torno a las cantidades de la fila
inferior y la fila superior, se evidencia que a través del continuo contacto con este tipo de tareas,

conlleva a tener mayor destreza y habilidad al momento de abordar cada tarea.

4.1.5 Tarea 4: Triangulos- Potenciacion

Utilice la siguiente grafica para responder las preguntas formuladas

A

fig1 fig2 fig3

Dibuje la figura correspondiente a la 4% posicién.

Calcule el nimero de triangulos pequefios de la figura correspondiente a la 9° posicidn.
Llene la tabla con los siguientes datos. (Se proporciona una tabla)

Explique la forma como procedio para encontrar la respuesta de la pregunta anterior.

AN N NI NI

Escriba una fdrmula que sirva para encontrar la cantidad de tridngulos pequefios que tiene una figura en
cualquier posicion.

Figura 32. Anadlisis Tarea 4: Triangulos - potenciacion
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En esta tarea se aborda una secuencia en la que se pretende que los estudiantes lleguen a la
expresion n? como generalizacion de la cantidad de triangulos pequefios en cada una de las

posiciones, solicitando ademads una justificacion verbal en las Gltimas dos preguntas.

En las producciones de los estudiantes se evidencia el reconocimiento del patron por medio de
procedimientos algoritmicos de multiplicacion y potenciacion. De la misma manera, la
construccion de la tabla da cuenta de las operaciones efectuadas con respecto a la relacion entre
la posicion y el nimero de triangulos en cada figura en las que ademds proponen operaciones y

describen procedimientos con lenguaje natural.

Luego, el minimo nivel alcanzado por el grupo fue N2, es decir, encuentra el patréon inicamente
en lo perceptual; por el contrario, el maximo nivel alcanzado fue el N7, en que encuentra el
patron, lo verbaliza y simboliza en lenguaje algebraico formal. En tal sentido, el nivel
preponderante fue el N5, en el que se encuentra el patron de formacion general y lo verbaliza. Asi

pues:

E12: Alcanz6 un maximo nivel N7, quien ante las dos tltimas preguntas respondio:
v Explique la forma como procedio para encontrar la respuesta de la pregunta anterior

R/:

4. Explique la forma como procedid para encontrar la respuesta de la pregunta anterior
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Figura 33. Representacion 1 de produccion E12 — T4

“Pues hice esa formula, sabiendo que multiplicando el nimero de la figura por el mismo y me

daria el numero de triangulo™.

v Escriba una formula que sirva para encontrar la cantidad de tridngulos pequefios que tiene
una figura en cualquier posicion.
R/: f = nimero de la figura f*f
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E13: Alcanz6 un maximo nivel N6, asi mismo, ante las dos ultimas preguntas expresa:

v Explique la forma como procedio para encontrar la respuesta de la pregunta anterior

R/: “Para hallar la respuesta multipliqué el nimero de la figura por ese mismo niimero. Ejemplo:
9-9=81".

v Escriba una formula que sirva para encontrar la cantidad de tridngulos pequefios que tiene
una figura en cualquier posicion.

Rin-n=n

Aunque la conclusion en la féormula no es la esperada del todo (n?), se nota presencia del uso de

la letra y comprension de las regularidades encontradas.
E15: Alcanz6 un maximo nivel N6, ademas, ante las tres ultimas preguntas manifiesta:

v Explique la forma como procedio para encontrar la respuesta de la pregunta anterior

R/: “Pues se multiplica el nimero de la figura con el mismo numero. Ejemplo 4 X 4 = 16”.

v Escriba una formula que sirva para encontrar la cantidad de tridngulos pequefios que tiene
una figura en cualquier posicion.

R/: Laformulaes n2=n-n

De esta manera, en la tarea propuesta se pretendia abordar una secuencia figural con tridngulos,
involucrando como operacion el producto del nimero de la figura por si misma, es decir, inducir
el manejo de la potenciacion. Se evidencia que aunque el nivel de dificultad aument6 en ciertos
casos, la mayor parte de los estudiantes lograron identificar las regularidades principalmente
desde la tabla, lo que se refleja en el méximo nivel alcanzado por el grupo, sin dejar de lado que
algunos estudiantes no lograron establecer el producto como una potencia, pero si hacen uso de la

letra como signo de generalizacion.
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4.1.6 Tarea 5: Baldosas- Potenciacién-Area

Observa el piso de las siguientes habitacionesy las baldosas que lo forman

Habitacion No. 1

Habitacién No. 2 Habitacion Mo. 3
Dibuja la Habitacion que sigue.
Llena la tabla con los siguientes datos. (Se proporciona una tabla)
¢Cémo se va obteniendo el nimero de baldosas oscuras?
é¢Cémo se van obteniendo el nimero de baldosas blancas?
Si nos dan la cantidad de baldosas blancas que tiene el borde de una habitacion, explique:
a. ¢Como se puede encontrar la cantidad total de baldosas de esta habitacion?

AN NI NI

b. ¢Como se puede encontrar la cantidad de baldosas oscuras para esa habitacién?
. éComo se puede encontrar la cantidad de baldosas blancas para esa habitacién?
v Escriba una operacidn con la que se pueda encontrar:
a. Lacantidad total de baldosas para cualquier habitacion.
b. Lacantidad de baldosas oscuras para esa habitacion.

c. Lacantidad de baldosas blancas para esa habitacién.
Figura 34. Analisis Tarea 5: Baldosas - potenciacion

En esta tarea se aborda una secuencia en la que se pretende que los estudiantes lleguen a la
expresion n? para las baldosas oscuras, 4n + 4 para las baldosas blancas y (n + 2)? para el total

de baldosas; solicitando ademés una justificacion verbal en las Gltimas dos preguntas.

Las producciones de los estudiantes demuestran que capturan el patron y en su descripcion verbal
hacen uso de letras para referirse a la base y la altura, determinando las areas para cada figura
mediante una multiplicacion con dichas letras, sin embargo se evidencia en la mayoria de los

casos la necesidad de ejemplificar con expresiones numéricas especificas.

Para este caso, el minimo nivel alcanzado por el grupo fue N2, es decir, encuentra el patron
unicamente en lo perceptual; por el contrario, el maximo nivel alcanzado fue el N7, en que
encuentra el patrén, lo verbaliza y simboliza en lenguaje algebraico formal. En tal sentido, el
nivel preponderante fue el N5, en el que se encuentra el patron de formacion general y lo

verbaliza. Asi pues:
E10: Alcanz6 un maximo nivel N5, quien ante las dos tltimas preguntas respondio:

v Sinos dan la cantidad de baldosas blancas que tiene el borde de una habitacion, explique:
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(Como se puede encontrar la cantidad total de baldosas de esta habitacion?

“Se multiplica, ejemplo: si nos dan el 4 que seria el nimero de baldosas de ese borde se
multiplicaria por ese mismo: 4 X 4 = 16 base x altura”.

(Cémo se puede encontrar la cantidad de baldosas oscuras para esa habitacion?
“Restandole a la habitacion una baldosa por cada lado y a ese resultado que nos dé se
le saca la mitad y ese es el numero de baldosas oscuras”

(Como se puede encontrar la cantidad de baldosas blancas para esa habitacion.

“Al numero total de baldosas se le resta el nimero de baldosas oscuras y hay nos da las

baldosas blancas”

v’ Escriba una operacion con la que se pueda encontrar:

a.

La cantidad total de baldosas para cualquier habitacion.

“Base X Altura = baldosas totales de la habitacion 5 X 5 = 25

La cantidad de baldosas oscuras para esa habitacion.

Restandole a la habitacion una baldosa por cada lado y el nimero que nos d¢ se le saca
la mitad y ese es el numero de baldosas oscuras”

La cantidad de baldosas blancas para esa habitacion.

Total de baldosas — baldosas oscuras = baldosas blancas.

E12: Alcanz6 un maximo nivel N7, asi mismo, ante las dos ultimas preguntas expresa:

v’ Sinos dan la cantidad de baldosas blancas que tiene el borde de una habitacion, explique:

a.

(Como se puede encontrar la cantidad total de baldosas de esta habitacion?

“Pues si lo bordes y o lados son iguales de baldosas se multiplica por el mismo y ahi
nos da el resultado”.

(Como se puede encontrar la cantidad de baldosas oscuras para esa habitacion?

“Pues se le resta las primeras baldosas de los cuatro lados y ahi estan las baldosas
negras, si es como lo estamos viendo antes”

(Como se puede encontrar la cantidad de baldosas blancas para esa habitacion.

“Pues al nimero total de baldosas le resto las baldosas negras y ahi estaria el resultado.
O se lo suma las baldosas exteriores (la de los lados) y pues obviamente esas son las

blancas”
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v" Escriba una operacion con la que se pueda encontrar:

a.

C.

La cantidad total de baldosas para cualquier habitacion.

“L-L L = baldosas de cualquier habitacién”

La cantidad de baldosas oscuras para esa habitacion.

“Pues se multiplica el numero de baldosas por si mismo H-H

9 ¢

H = nimero de habitacion” “o el namero total de baldosas le resto las baldosas

blancas y da:”
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Figura 35. Representacion 1 de produccion E12 — TS5

La cantidad de baldosas blancas para esa habitacion.
CGT — N — B’?

N = Baldosas oscuras T = Total de baldosas B = Baldosas blancas.

E13: Alcanz6 un maximo nivel N5, ademas, ante las dos ultimas preguntas manifiesta:

v Sinos dan la cantidad de baldosas blancas que tiene el borde de una habitacion, explique:

a.

(Como se puede encontrar la cantidad total de baldosas de esta habitacion?
“Multiplicamos el numero de baldosas blancas por 4. Y dejamos una baldosa blanca de
diferencia entre el borde de la habitacion y sumamos™.

(Como se puede encontrar la cantidad de baldosas oscuras para esa habitacion?
“Multiplicamos el numero en el cual se posiciona la habitacion y asi vamos a encontrar
esa cantidad.”

(Como se puede encontrar la cantidad de baldosas blancas para esa habitacion.

“Multiplicamos el nimero de baldosas que nos dan por 4.”

v Escriba una operacion con la que se pueda encontrar:

a.

La cantidad total de baldosas para cualquier habitacion.
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Figura 36. Representacion 1 de produccion E13 — T5

b. La cantidad de baldosas oscuras para esa habitacion.
“n-n =n” Total de baldosas oscuras
c. La cantidad de baldosas blancas para esa habitacion.

“n-n =n+ 4 Total de baldosas blancas”.

De esta manera, en la tarea propuesta se pretendia abordar una secuencia figural con tridngulos,
involucrando como operacion el producto del nimero de la figura por si misma, es decir, inducir
el manejo de la potenciacion. Se evidencia que aunque el nivel de dificultad aumento en ciertos
casos, la mayor parte de los estudiantes lograron identificar las regularidades principalmente
desde la tabla, lo que se refleja en el méximo nivel alcanzado por el grupo, sin dejar de lado que
algunos estudiantes no lograron establecer el producto como una potencia, pero si hacen uso de la
letra como signo de generalizacion, sin dejar de lado que en algunos casos no hacen
diferenciacion entre los signos que utilizan, es decir, usan la misma letra para denotar

caracteristicas distintas.

4.1.7 Tarea 6 : Puntos - Producto

Observe la siguiente secuencia

L M
LA M &8ss
& o L IR M (BRI
n=1 n=2 n=3
v’ Dibuje la figura que sigue en la secuencia.
v’ Describa las figuras de la secuencia como si lo hiciera para alguien que esta en el mismo saldn pero que no lo ha
visto. Haga su descripcidn de tal forma que esa persona pueda luego dibujar la secuencia.
v’ Escriba una regla que ayude a construir la secuencia
v Llena la tabla con los siguientes datos (se proporciona la tabla)
v’ ¢Cuantos puntos se necesitan para la figuran =10y n = 37?
v Escriba una férmula matemadtica que sirva para hallar la cantidad de puntos en cualquier posicién de la

secuencia.

Figura 37. Analisis Tarea 6: Puntos - producto
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En esta tarea se plantea una secuencia con la que se pretende que los estudiantes lleguen a la
expresion (n + 1)n como producto de la cantidad de puntos de la base de cada rectangulo por la

cantidad de puntos en su altura, incluyendo ademas el uso de la n como signo en la tarea.

Asi pues, el minimo nivel alcanzado por el grupo fue NI, es decir, encuentra el patréon
unicamente en lo perceptual; por el contrario, el méximo nivel alcanzado fue el N7, en que
encuentra el patrdn, lo verbaliza y simboliza en lenguaje algebraico formal. En tal sentido, el
nivel preponderante fue el N5, en el que se encuentra el patron de formacién general y lo

verbaliza. Por ejemplo:

E10: Alcanz6 un maximo nivel N5, quien ante las dos tltimas preguntas respondio:

v ;Cudntos puntos se necesitan para la figuran =10 y n = 37?

R/: “n = 10: 110 puntos se necesitan; n = 37: 1406 puntos se necesitan”

v Escriba una formula matematica que sirva para hallar la cantidad de puntos en cualquier
posicion de la secuencia

R/: “Multiplicando base por altura. Ej: n = 20 base 21 e altura 20”
E12: Alcanz6 un maximo nivel N7, asi mismo, ante las dos ultimas preguntas expresa:

v ;Cudntos puntos se necesitan para la figuran =10 y n = 37?

R/: “Se necesitan 110 puntos para la figura n=10 y para la figura n=37 se necesitan 1406 puntos”

v Escriba una formula matematica que sirva para hallar la cantidad de puntos en cualquier

posicion de la secuencia

Figura 38. Representacion 1 de produccion E12 — T6

E14: Alcanz6 un maximo nivel N5, ademas, ante las dos ltimas preguntas manifiesta:
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v (Cuantos puntos se necesitan para la figuran =10 y n = 37?

R/: “n = 10 total puntos 110; n = 37 total puntos 1406~

v Escriba una formula matematica que sirva para hallar la cantidad de puntos en cualquier
posicion de la secuencia

R/: “Multiplicando la base por la altura”.

Entonces, desde el producto que se pretendia abordar con la secuencia, se evidencia que aunque
se involucra una operacion y el nivel de dificultad aument6 en ciertos casos, una buena parte de
los estudiantes lograron identificar las regularidades y hacer uso de la letra n como signo de
generalizacion, en tanto hacen corresponder esta al nimero de la figura de la secuencia como se

venia presentando en las tareas anteriores.

Asi mismo, aunque en algunos casos no se llegd al uso de la letra como elemento mismo de
generalizacion, si se llegd a la verbalizacion en lenguaje natural del mismo. Cabe destacar que
particularmente un estudiante (E12) planted otra forma efectiva de operar con la letra y
generalizar las regularidades que €l encontro, diferente a la inicialmente pretendida; lo que lleva a
pensar que efectivamente se ha generado un cambio en su pensamiento, es decir, se ha generado

un desarrollo mas amplio desde la perspectiva de Vygotski.
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4.1.8 Tarea 7 : Tridngulos — Area

Teniendo en cuenta que el drea de un triangulo es el producto de la medida de su base por su altura,
dividido en dos. Utilice la siguiente grafica para responder las preguntas formuladas

9 - - -
6
JVA)
—_ —_— A
2 & 6
figl fig2 fig3 - - fign
Area = 3 unidades? Area = 12 unidades? Area = 27 unidades?

v' Dibuje la figura correspondiente a la 42 posicion y determine su area.

v’ Calcule las medidas de los tridngulos de la figura correspondiente a la 92 posicion y determine su
area.

v’ Calcule las medidas de los tridngulos de la figura de la posicién 30 y determine su area.

Llena la tabla con los siguientes datos (se proporciona la tabla)

v’ Describa las figuras de la secuencia como si lo hiciera para alguien que estad en el mismo salén pero
gue no las ha visto y explique cdmo ha llegado a sus respuestas. Haga su descripcion de tal forma
gue esa persona pueda luego dibujar la secuencia con sus respectivas medidas

v’ Escriba y explique una férmula matematica que sirva para encontrar las medidas de los triangulos

\

en la base, en la altura y el area que tiene una figura en la posicién n.

Figura 39. Analisis Tarea 7: Triangulos - drea

En esta tarea se plantea una secuencia con triangulos en la que se presenta una operacion
adicional, como es el calculo del area, donde ademés se guarda una regularidad respecto a las
dimensiones la base y la altura de cada triangulo, siendo esta diferencia el namero de la figura.
Asi pues, se pretende que los estudiantes lleguen a la expresion (2n) para la base y (3n) para la

atura respectivamente. Luego, para el calculo del area se espera que los estudiantes lleguen a la

em@n) . en*

= 3n2, incluyendo ademas el uso de la n como signo en la

expresion

generalizacion, dado que se proporciona en la tarea.

Asi pues, el minimo nivel alcanzado por el grupo fue N1, es decir, encuentra el patron
unicamente en lo perceptual; por el contrario, el maximo nivel alcanzado fue el N7, en que

encuentra el patron, lo verbaliza y simboliza en lenguaje algebraico formal. En tal sentido, el
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nivel preponderante fue el N5, en el que se encuentra el patron de formacidén general y lo

verbaliza. Por ejemplo:
E11: Alcanz6 un maximo nivel N5, quien ante las dos tltimas preguntas respondio:

v Describa las figuras de la secuencia como si lo hiciera para alguien que esta en el mismo
salon pero que no las ha visto y explique como ha llegado a sus respuestas. Haga su
descripcion de tal forma que esa persona pueda luego dibujar la secuencia con sus
respectivas medidas

R/: “Se multiplica la base por la altura y luego se divide en dos”

v Escriba y explique una formula matematica que sirva para encontrar las medidas de los
triangulos en la base, en la altura y el area que tiene una figura en la posicion n

R/: “De altura el multiplo es 3, asi que multiplica 3 por el numero de la figura.
De base el multiplo es 2, asi que multiplica 2 por el numero de la figura”
E12: Alcanz6 un maximo nivel N7, asi mismo, ante las dos ultimas preguntas expresa:

v Describa las figuras de la secuencia como si lo hiciera para alguien que estd en el mismo
salon pero que no las ha visto y explique como ha llegado a sus respuestas. Haga su
descripcion de tal forma que esa persona pueda luego dibujar la secuencia con sus
respectivas medidas

R/: “Figura 1= base: 1 Triangulo hacia arriba
Figura 2= base: 2 tridngulos hacia arriba y uno hacia abajo
Figura 3= base: 3 tridngulos hacia arriba y dos hacia abajo.
Figura 1= Altura: es el mismo tridngulo que el de la base
Figura 2= Altura: dos triangulos en diagonal derecho
Figura 3= Altura: tres tridngulos en diagonal derecho

Cada triangulo mirando hacia arriba mide 2 y esa medida es la base del tridngulo pequeiio y

cada tridngulo en diagonal”.
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Figura 40. Representacion 1 de produccion E12 — T7

v Escriba y explique una formula matematica que sirva para encontrar las medidas de los
tridngulos en la base, en la altura y el area que tiene una figura en la posicion n
R/: “n= nimero de posicion. Medida de la base n + n; medida de la altura n- 3; y el area es

n+n)-(n-3)+2".
E9: Alcanzé un maximo nivel N7, quien expone la siguiente respuesta para la tltima pregunta:

R/: “FigX =3x -2x =2 =y Ya que la altura es 3 veces el No. de la figura y su base es 2

veces el No. de la figura. Después se divide en 2 para dar con el area”.

i’} X =3 ‘lx-ﬁ-g = Y / :
/ ! |II 1= - g
1Y, .E._-lse.f, o5 1 yecas ¢l HE o 1' e f"ffc" ﬂﬂfm T
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Figura 41. Representacién 1 de produccion E19 — T7

Luego pues, teniendo en cuenta el calculo del area como operacién que se pretendia abordar con
la secuencia, se evidencia que aunque se involucra una operacion y el nivel de dificultad aumenté
por la combinacién de operaciones y de caracteristicas respecto a la secuencias (base y altura),
una buena parte de los estudiantes lograron identificar las regularidades y hacer uso de la letra
como signo de generalizacion, en tanto hacen corresponder esta al numero de la figura de la

secuencia como se venia presentando en las tareas anteriores.

Asi mismo, aunque en algunos casos no se llegd al uso de la letra como elemento mismo de
generalizacion, si se llegd a la verbalizacion en lenguaje natural del mismo. Ademas,

particularmente un estudiante (E12) logra identificar las regularidades y plantear una expresion
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alfanumérica de generalizacion, en la que aunque no hay un desarrollo de la expresion misma, si

logra plasmar las regularidades encontradas por €l.
Categorizacion de las producciones de los estudiantes en las siete tareas:

Se presenta a continuacion en la Tabla 1 el nivel de generalizacion alcanzado por cada uno de los
estudiantes, en cada tarea, que nos permitird pronunciarnos al respecto del desarrollo del

pensamiento en términos vygotskianos.

NIVEL DE GENERALIZACION ALCANZADO POR TAREA

NOMBRE cODIGO TI | T2 (T3 | T4 |T5 |76 | T7
Dayana Valbuena El 5 1 3133 |(4] 4
Diego Ramirez E2 3 4 | 3|14|6|4|°5
Gissel Garzon E3 3 212|441 4
Camilo Zuleta E4 4 413,13 |3|5]1
Leidy Espinosa E5 2 31122 |2]|3
Laura Sanchez E6 5 3|/4|5|5|5]|4
Manuela Hernandez G E7 5 2|16 |3 |5 |6]|7
Natalia Rico ES 3 4 |2 | 5|54 ]5
Santiago Parrado E9 5 5115|5677
Luisa Fuentes E10 5 5/6|5|5|5]|5
Jessica Enriquez E11 6 6| 5|53 |5]|5
Walter Martin E12 7 7177|777
Brayan Mateus E13 6 6| 6| 6| 5|3 |4
Ronald Ruiz E14 5 3/13|4|3|5]|5
Francisco Vela E15 5 4 | 6| 64|34

69 59|62 |67|66|66|70

Tabla 1. Nivel de generalizacion alcanzado por tarea

Es importante destacar que dicha clasificacion estd ligada al desarrollo de dos procesos,
independientes pero complementarios, como son el de simbolizacién y generalizacion, en el
ambito de las tareas y a través de sus andlisis; es asi como nuestros estudiantes abordan las
situaciones presentadas y posteriormente expresan sus producciones en lenguaje geométrico o
visual, en lenguaje aritmético, en lenguaje natural y finalmente en lenguaje algebraico, en la
mayoria de los casos, pretendiendo con ello un tipo de desarrollo en el transito de un lenguaje a
otro, es decir, desde la perspectiva vygotkiana el uso de la letra como signo de generalizacion que

posteriormente pueda favorecer el desarrollo de otras interpretaciones, como el estudio de

82



métodos para resolver ciertos problemas concretos (ecuaciones) y el estudio de relacion entre

cantidades (funcidn) y su aspecto estructural.

En este sentido, puede decirse que los estudiantes se focalizan en los patrones como un camino
para discernir reglas generales, lo cual de acuerdo con Moss & London (2011, citados en
Merino, 2012) esto se da cuando se priorizan las representaciones visuales, haciendo que los

estudiantes estén mejor capacitados para encontrar, expresar y justificar reglas funcionales.

Asi mismo, es necesaria la consideracion de las traducciones entre diferentes lenguajes, puesto
que aporta los elementos requeridos para comunicar ideas matemadticas con propiedad y
coherencia. En tal sentido, tomando como base las producciones de los estudiantes en cada una
de las tareas y teniendo en cuenta la correlacién’ planteada entre los niveles propuestos por
Pretexto (1996 /1999) y las etapas — ver, describir y escribir- propuestas por Azarquiel (1993) en

los procesos de generalizacion, se logrd obtener el grafico de la Figura 42:

o [+ B RESPUESTAS
EN.1
M VERN. 2
M VERN. 3
MVERN. 4

4 DESCRIBIR N. 5
4 DESCRIBIR N. 6
M ESCRIBIR N. 7

MESCRIBIR N. 8

Figura 42.Grdfico porcentual de respuestas relacionando etapas y niveles

Del cual es posible inferir que el 0% de las producciones de los estudiantes estd en el nivel uno,
el 31% de las respuestas estan en los niveles 2, 3 y 4 y se pueden ubicar en la etapa de Ver
(regularidades); asi mismo, el 48% se puede ubicar en los niveles 5 y 6, es decir, estan en la etapa

de Describir (Buscar precision para comunicar), y finalmente el 19% de las producciones se

7 La correlacién entre los niveles propuestos por Pretexto (1996/1999) y las etapas en el proceso de generalizacion de Azarquiel
(1993), es propia de los autores de esta investigacion.
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pueden clasificar en los niveles 7 y 8, que corresponden a la etapa de Escribir (Expresiones

simbolicas).

Por lo anterior, teniendo en cuenta que las producciones han sido el insumo principal en el
presente analisis, en las tareas implementadas se privilegid, junto con la actividad desplegada por
los estudiantes, el acceso que estos iban obteniendo en el dominio de los instrumentos de
mediacion, posibilitando formas de conceptualizacion propia de las matematicas, en este caso del

algebra, se han agrupado los resultados anteriores en la siguiente figura:

PORCENTAJE GENERAL DE LAS
PRODUCCIONES EN. 1

@ VERN. 2

E VERN. 3

30% mVER N. 4

51% EDESCRIBIRN. 5

129 EADESCRIBIR N. 6

EESCRIBIRN. 7
9%

— EESCRIBIRN. 8

4%
S

0%

Figura 43.Grdfico porcentual general de las producciones

En la cual, teniendo en cuenta las etapas en el proceso de generalizacion descritas por el grupo
Azarquiel (1993), el 49% de las producciones de los estudiantes se logra ubicar en las etapas de
ver y describir; asi mismo, el 51% de las respuestas se clasifican en las etapas de describir y
escribir, dado que de acuerdo con Pretexto (1996/1999) se pueden ubicar entre los niveles 6, 7 y
8, en los que se encuentra el patron de formacidon general y llega sélo a verbalizarlo, hasta

verbalizarlo y simbolizarlo en lenguaje algebraico formal.

Como evidencia de este proceso de desarrollo descrito anteriormente, reflejado en el nivel
alcanzado en cada una de las producciones de los estudiantes, a pesar de que las tareas se

presentaban con un grado de complejidad mas alto desde la perspectiva operacional y de
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procedimientos asociados a las mismas; es de destacar que a medida que se iba avanzando en el

trabajo con ellas, la mayor parte del grupo de estudiantes fue mostrando una transformacion en el

lenguaje empleado respecto a la forma de abordarlas, tal como se muestra en la figura 44.
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Figura 44. Representacion del desarrollo en las producciones

Asi pues, esto nos insinua un desarrollo, dado que éste esta dirigido a promover grados crecientes

de dominio autébnomo (consciente y voluntario) y descontextualizado de los instrumentos de

mediacion semidtica; mostrando asi, que la idea de desarrollo vygotskiana que se utilizd para el

andlisis, ligada a los niveles y etapas; se evidencia entre el paso de uno a otro y tiene que ver con

el hecho que este desarrollo (de procesos psicologicos superiores,

en este caso el de

generalizacion) es un proceso artificial y con un alto grado de contingencia en el acceso a sus

formas mas avanzadas.
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Capitulo 5
Conclusiones y Reflexiones

Abordamos este capitulo, en primer lugar, como una respuesta a la pregunta del estudio, apoyada
en los planteamientos vygotskianos sobre el desarrollo y centrados en su relaciéon con aspectos
tedricos basados en los trabajos realizados por Kiichemann. Seguidamente, en el apartado de
Reflexiones y observaciones finales, exponemos algunos elementos que nos parecen
significativos en tanto generan reflexiones didacticas en torno a la ensefianza-aprendizaje del

algebra escolar, que a su vez pueden suscitar nuevas investigaciones con este trabajo.

5.1 Respuesta a la pregunta del estudio

La pregunta de estudio que nos planteamos fue la siguiente: ;Qué proceso de desarrollo
conceptual y del pensamiento se evidencia en estudiantes de grado octavo al resolver tareas
sobre generalizacion de patrones que exijan la interpretacion y uso de la letra como numero

generalizado?

Si bien, en términos epistemoldgicos, los aportes desde corrientes tedricas pueden ser distintos,
en el estudio consideramos necesario poner a dialogar estas perspectivas. En particular, los
aportes provenientes de aproximaciones cognitivas nos sirvieron para comprender mas de cerca
producciones matematicas de los estudiantes que dan cuenta de la “anatomia” de la
generalizacion en actividades sobre secuencias de patrones; el didlogo con aproximaciones de
corte sociocultural, por ejemplo la de Vygotski, nos proporciond herramientas para documentar el
fenomeno del desarrollo conceptual o de pensamiento, por supuesto, como ya lo hemos

mencionado, ligado estrechamente al uso de instrumentos de mediacién semiotica.

La identificacidon y adaptacion de tareas sobre generalizacion de patrones, que exigian en su

solucion la interpretacion y uso de la letra como numero generalizado, permitid generar
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producciones matematicas de los estudiantes para describirlas desde una perspectiva vygotskiana

en torno al desarrollo del pensamiento.

Por otra parte, el andlisis de las producciones de los estudiantes, con respecto a las tareas
implementadas, permitié identificar caracteristicas de la interpretacion y uso de la letra como
nimero generalizado, en el ambito de las categorias propuestas (Pretexto (1996/1999), Azarquiel

(1993)).

Luego, en el contexto de la actividad matematica de los estudiantes, se exploraron las relaciones
entre las caracteristicas de la interpretacion y uso de la letra como niimero generalizado y el
desarrollo de pensamiento, en tanto las categorias permiten observar la transformacion del
lenguaje (signo) en el paso entre un nivel y otro, evidenciando con esto un desarrollo del

pensamiento desde la mirada vygotskiana.

Ahora bien, los andlisis realizados sugieren que la actividad desarrollada en la tarea 1 gener6 la
practica en la captura del patrdn, la descripcion verbal de las relaciones entre el nimero de orden
y su representacion figural y ademads el reconocimiento de la infinitud de los nimeros. La tarea 2
ademas de las anteriores, también incluye una operacion con la cual se empieza a complejizar la
actividad sobre el reconocimiento del patron. En la tarea 3 la actividad se centra en verbalizar las
operaciones a partir del reconocimiento de las caracteristicas del patron, el cual, varios de los
estudiantes lo dividen en dos secciones y ademads les dan nombre (base, soporte, etc.). De la tarea
4 a la 7 los aspectos importantes recaen en el uso de una tabla, la cual fija la atencién en las
relaciones existentes entre las figuras, el orden de las posiciones y las operaciones necesarias para

la captura del patron.

Puede apreciarse como en las tareas indagamos por el numero de tridngulos o cuadrados con
cantidades grandes (mayores de 100), y las producciones elaboradas por los estudiantes se
limitaron, en muchas ocasiones, al trabajo sobre estas cantidades lejanas pero particulares, es
decir, en un principio se limitaban a dar ejemplificaciones concretas con cantidades especificas,

sin tenerlas en cuenta como una posibilidad de generalizacion de las regularidades encontradas,
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por esta razén podria decirse que en estas primeras situaciones, el “numero generalizado”

apareci6 en una forma intuitiva pero sin hacer uso de ¢él.

Entre las tareas 2 y 3 se aplico la tarea de “los sobres”, la cual fue aplicada como recomendacion
al margen de las tareas sobre patrones, con el fin de analizar la idea de las estudiantes sobre como
operar con lo desconocido, dado que una de las ideas primordiales a abordar, precisamente es el
manejo del signo desde la perspectiva sintactica y semantica en concordancia con Booth (1989,
referenciado por Vergel 2015), destacandose su uso mediante los cuales se pueden representar y
disponer los objetos algebraicos para asi poder aplicarlos a la solucion de problemas y la
simplificacion de expresiones en un sistema en el que se reconoce el significado de estos, tal y

como se abordd en el marco tedrico.

Esta tarea fue clave en tanto funcion6 como elemento de actividad que favorecid otras formas de
pensamiento, en tanto buscaron diferentes formas de nombrar la indeterminancia de manera
analitica, hicieron uso de graficos y produccion textual, operaron a través del ensayo y error,
generando nuevas formas cualitativas de usar las palabras y los signos. Este hecho coincide con
la posicion de Tulviste segun la cual el pensamiento puede verse como generado por las propias
actividades de las personas: “la actividad determina los procesos mentales” (Tulviste, 1991, p.
71). Para su abordaje los alumnos tuvieron que movilizar recursos lingiiisticos que permitieron
abordar una situacion algebraica de una manera diferente; lo que nos puede indicar que hay una
evolucion o transformacion, donde lo desconocido se tradujo en un objeto del discurso por parte
de los estudiantes, vista desde el lenguaje natural mismo o desde el uso de figuras o

representaciones simbdlicas de la posible solucion a la tarea.

En este sentido, la idea sobre desarrollo la evidenciamos a través de las producciones en las que
se muestra que los estudiantes van generando signos cada vez mas complejos, de manera tal que
al hacer el recorrido por las siete tareas se puede ver una evolucion en la forma de pensar,
evidenciada en una transformacion de su lenguaje y una sofisticacion de los signos para expresar

una idea generalizada de las regularidades encontradas®, a través del uso y dominio de ellos,

8, . . L . , . .
La idea de desarrollo e interpretacion de la misma desde la teoria Vygotskiana es propia de los autores.
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principalmente alfanuméricos, en tanto les permiten mostrar un paso entre el lenguaje natural y el
lenguaje algebraico formal. Este analisis sugiere una idea de pensamiento dependiente de los
signos que se movilizan, lo cual afianza el hecho tedrico segtn el cual los estudiantes piensan con

y a través de los signos que utilizan (Vergel, 2014a, 2014b; 2015; Vygotski, 1929, 1989).

Asi pues, esta nueva forma de percibir, hablar y manipular conceptualmente las secuencias,
sugiere un desarrollo de procesos. Desde la perspectiva vygotskiana, el papel fundamental que
desempena la palabra y, en general, el lenguaje en la formacion y el funcionamiento de la psique
humana, puede verse en el caso de la percepcion, la cual no la consideramos como contemplacion
(por parte de los estudiantes) sino como una actividad mediada por signos y palabras y en general
por el lenguaje. Desde esta posicion, podriamos capturar los planteamientos de Azarquiel (1993),
segun los cuales, una forma de pensamiento distinta coincide con un proceso de generalizacion
en tanto requiere de pasar de una vision de regularidades a la diferenciacion, luego pasar a la
relacion y su exposicion verbal para llegar a su expresion escrita de la manera mas concisa
posible; esto es: ver, describir y escribir vista como una division en fases descritas por Mason et
al. (1985, referenciado en Azarquiel 1993) de manera similar: percibir un patrén, expresar un

patron, registrar un patréon, y prueba de validez de las formulas.

Luego, puede decirse que el trabajo con patrones favorece a los estudiantes la observacion,
descripcion y verbalizacion de generalizaciones propias y de registros semioticos, conformando
una base concreta para la manipulacidén simbdlica, dado que este tipo de tareas los lleva a detectar
similitudes y diferencias, clasificar, etiquetar, buscar algoritmos, conjeturar, argumentar,
establecer relaciones numéricas entre componentes o bien, a generalizar los datos y relaciones
matematicas, desarrollando asi habilidades que son fundamentales para el aprendizaje del

algebra.

Por lo anterior, respecto a los ocho niveles o categorias propuestas por Pretexto (1996/1999) en el
trabajo con tareas sobre generalizacion de patrones, en tanto generaron suficiencia descriptiva
para el analisis, cabe anotar que el nivel 0 en el que el estudiante no responde, puede ser
interpretado o renombrado como un nivel inicial o nivel 1 preferiblemente, con el fin de no

generar una nulidad respecto a la interpretacion o a la comprension de la tarea misma.
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De la misma manera, consideramos como un acierto el vinculo correlacional entre los niveles
propuestos por Pretexto para el trabajo sobre generalizacion de patrones y los pasos propuestos
por Azarquiel (1993) respecto a los pasos en el proceso de generalizacion, en tanto permitieron
categorizar las producciones de los estudiantes y determinar pronunciamientos en torno a la idea

de desarrollo.

Por otra parte, a partir del analisis de las producciones en las tareas 4 a 7, las cuales contenian
apoyo tabular, se pone en evidencia que se hace movilizar en los estudiantes formas perceptivas
de enfrentarlas de manera diferente, procedimientos algebraicos y comparaciones que no se
daban en las tareas anteriores y que ademas favorecen el desarrollo dentro de las fases descritas
anteriormente: ver, describir y escribir. Por otro lado, de acuerdo con Vergel (2014b, 2015), esta
situacion posibilita una articulacion de las estructuras espacial y numérica, lo cual se traduce en
un aspecto importante del desarrollo del pensamiento, lo cual sugiere que un disefio adecuado de

tareas provoca, junto con la actividad, desarrollo de procesos mentales

De igual forma logramos evidenciar que a lo largo de las actividades desarrolladas en las
sesiones, una gran mayoria de estudiantes tom6 una mayor conciencia sobre las caracteristicas de
las secuencias, lo que en términos de desarrollo conceptual podemos identificar como una
evolucion en su pensamiento, razon por la cual podemos inferir que se dio un proceso genético o
de desarrollo conceptual (Vygotski, 1929). Este hecho coincide con la conceptualizacion aportada
por Tulviste (1991), segtn la cual son los tipos de actividades los que son responsables de los
diferentes métodos de pensamiento. Por ello, el lazo entre la forma de cognicién y la
especificidad de la actividad se encuentra en los tipos de tareas o problemas que se presentan en

las actividades mismas.

En este contexto, podemos sefialar que durante la actividad en cada una de las tareas propuestas,
respecto a las secuencias e identificacion de regularidades con el fin de determinar posibles
generalizaciones a través del uso de la letra como signo, se logré en buena medida un desarrollo
conceptual y del pensamiento en los estudiantes, refiriéndonos en este sentido, de acuerdo con

Vergel (2014a, 2015), a los instrumentos con que mediatizamos la actividad humana, que aparte
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de cumplir su funcién pragmatica de permitirnos llevar a cabo la actividad misma, en este caso
son fundamentalmente importantes en tanto que afectan en gran manera los procesos de

generalizacion en la transicion Aritmética-algebra.

En concordancia con lo anterior, es importante destacar los puntos principales del desarrollo en
términos de los cambios experimentados en la forma de mediacion utilizada, es decir, en las
acciones del sujeto a través del uso de instrumentos de mediacidon semidtica y su toma respectiva
de conciencia de este uso. Al respecto, dice Leontiev (1983, citado por Vergel 2014a, 2014b), el
desarrollo de la conciencia de un nifio “se produce como resultado del desarrollo del sistema de
operaciones psicoldgicas que, a su vez, esta determinado por las relaciones genuinas entre el nifio

y la realidad”.

Este estudio evidencia en su proceso, una primera instancia en la que podemos ubicar algunos
aspectos relacionados con el trabajo, que presupone unos instrumentos materiales interpuestos
entre el individuo y el objeto natural; instrumentos dirigidos a objetos naturales que también
tienen una influencia reciproca en el individuo, modificando asi su tipo de actividad y de
cognicion. En este caso, tenemos unos instrumentos que en nuestro caso llamamos tareas, las
cuales son propuestas a los estudiantes en torno a la generalizacion de patrones para el desarrollo

del concepto de la letra como niimero generalizado.

Lo anteriormente expuesto, con relacion al desarrollo, ha sido apoyado en la creencia en el
método genético, que de acuerdo con Vygotski, significa que el pensamiento se puede
desarrollar, y de acuerdo con su trabajo sobre “El problema del desarrollo cultural del nifio”
(Vygotski, 1929), deja entrever que cuando interferimos en el curso de los procesos de
comportamiento, s6lo puede hacerse en conformidad con las mismas leyes que rigen estos
procesos en su curso natural. Esto quiere decir, pensando en nuestra intencion del desarrollo del
concepto de la letra como nimero generalizado, que la inclusion en cualquier proceso de un signo
remodela toda la estructura de las operaciones psicoldgicas, asi como la inclusion de una
herramienta remodela toda la estructura de una operacion de trabajo.

De la misma manera, este estudio muestra que recursos semioticos tales como la actividad

perceptual, las manifestaciones descriptivas en las producciones escritas, las representaciones
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iconicas, las organizaciones tabulares y las justificaciones mediante expresiones alfa-numéricas,

forman parte de las caracteristicas propias del pensamiento.

El andlisis de las diversas producciones de los estudiantes indica que en una buena cantidad de
casos los estudiantes han capturado el patron y que el lenguaje simbdlico es una manera para
describir su estructura, dejandolos ad portas de una formula con lenguaje mas sofisticado lo cual

nos brinda informacién importante sobre su desarrollo conceptual y del pensamiento.

5.2 Reflexiones y Observaciones finales

Los resultados expuestos en este estudio indican que el conocimiento que han desarrollado
estudiantes de grado octavo, sobre la letra como numero generalizado en relacion con tareas
sobre patrones, no es un conocimiento totalmente acabado, sin embargo, debido a su importancia,
es una gran oportunidad para generar nuevas posibilidades de investigacion, en torno del analisis
sintactico y semantico del signo; asi como lo referente al trabajo con tareas sobre generalizacion

de patrones desde grados anteriores al de octavo.

En términos generales, el presente estudio puede considerarse como un aporte didactico y
metodologico que permite reflexionar sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje del algebra
escolar, en tanto ofrece otra manera de intervenir en el aula, no obstante es importante realizar
ajustes de disefio, teniendo en cuenta las necesidades de la poblacion a la que se aplique; y
ademas llevar a cabo una profundizacion en cuanto a los aspectos sociales desarrollados por los
estudiantes respecto a la socializacion de sus producciones con sus pares, dado que dicho proceso

social puede posibilitar y favorecer en mayor medida los resultados.

Es asi que al empezar un acercamiento al algebra no puede ignorarse que el estudiante viene de
trabajar con la aritmética, donde los simbolos se relacionan con diversas fuentes de significado y
los contextos de los problemas determinan mucho la manera de resolverlos. Por lo tanto no puede
introducirse al nifio a un simbolismo carente de significado, en donde aparece el lenguaje

algebraico al que no le “ven” sentido y que les lleva a asignar valores numéricos a las letras o a la
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sobre-generalizacién de ciertas propiedades, principalmente cuando empiezan la transicion

Aritmética-Algebra.

En este sentido, para todo estudio es tan importante mostrar los aciertos y hallazgos, como
también las dificultades y desaciertos, ya sea con respecto a los aspectos logisticos o los tedricos,
pues es una etapa fundamental dentro de la formacion de investigadores que no debe dejarse al

margen.

Desde esta perspectiva, es importante mencionar que aunque se obtuvieron hallazgos importantes
de la manera en que se propuso inicialmente desde la metodologia, puede sentirse que si ademas
de nuestro rol de investigadores observadores asumiéramos un papel mas activo o participe con
los estudiantes, en cuanto a la socializacion de las producciones, podria lograrse una mayor
cantidad de resultados positivos. Esto podria entenderse entonces como una oportunidad de
continuacion dentro del dmbito del estudio sobre el desarrollo del concepto de la letra como

nimero generalizado en tareas sobre generalizacion de patrones.

Por otra parte, es importante mencionar que durante el desarrollo del estudio, los alumnos que
hicieron parte de la muestra representativa también llevaban a cabo de manera paralela sus
estudios correspondientes al programa curricular de algebra de las dos instituciones educativas, lo
cual hace pertinente decir que dicha situacion también pudo influir de diferentes formas de pensar
y por lo tanto en sus producciones con respecto a las tareas propuestas sobre generalizacion de

patrones.

Con respecto al abordaje del desarrollo del pensamiento y principalmente en el proceso de la
transicion Aritmética-Algebra, es necesaria la consideracion de las traducciones entre diferentes
lenguajes, puesto que aportan los elementos requeridos para comunicar ideas matematicas con
propiedad y coherencia. Sugerimos que para el alcance de este objetivo es necesario un proceso
de aprendizaje mas dinamico y significativo del algebra, en el que se facilite el transito entre el
lenguaje grafico, el lenguaje natural, el lenguaje aritmético y el algebraico, de una forma lenta,
particularizada, rica en actividades, evitando en lo posible acelerar el uso del formalismo propio

del lenguaje algebraico.
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Por consiguiente, el educador debe interesarse en ayudar a los estudiantes a superar la
multiplicidad de dificultades que enfrentan cuando empiezan su transicién Aritmética-Algebra,
dificultades que tienen que ver con los procesos de generalizacion, es decir, encontrar términos
generales y llegar a una expresion simbolica; de lo cual, es el trabajo con patrones un recurso con
el que se puede estimular la habilidad de expresar generalidades, en donde aprenden a ver lo
general en lo particular y viceversa con procedimientos recurrentes, propiciando el desarrollo del

pensamiento.

En efecto, la generalidad es fundamental para acceder al dlgebra de una manera significativa y
construir su conocimiento (Mason et al. 1985), es asi como el mayor reto en la ensefianza del
algebra es promover la percepcion de la “generalidad” que estd detras de los simbolos. De esta
manera, es importante llevar a cabo tareas en las que los estudiantes elaboren graficas, tablas de
datos, expresiones, ecuaciones o descripciones verbales para representar relaciones, de tal forma
que descubran que diferentes representaciones pueden dar lugar a diferentes interpretaciones de

una misma situacion.

Para concluir, es importante decir que este estudio puede ser objeto de futuras investigaciones,
respecto a propuestas didacticas que medien en ese transito de un registro a otro, ampliando el
recurso aqui propuesto e involucrando ademads otros adicionales, como la inclusion de medios
tecnoldgicos en la formacion de AVAS’®, para la ensefianza-aprendizaje en la transicion

Aritmética-Algebra.

® Ambientes Virtuales de Aprendizaje Significativo
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Anexo A. Producciones de los estudiantes
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TAREA 1:

Considere la siguiente secuencia:

figl fig2 figa figa
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“ 1 ¥ Dibuje las tres proximas figuras de la secuencia.
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“ 3v" iQué posicidn dentro de la secuencla ocuparan las figuras con 24, 42y 100 tridngulos?

“ % iCudl es el menor nimero de tridngulos que pueden canformar una figura de la secuencia? JCual el mayor
! ndmero de tridgngulos? , '

1 %Y Determine de qué depende la cantidad de tridngulos en cada figura en la secuencia. Explique su respuesta.
“ [ v Sise pudiera representar mediante alguna expresién la dependencia entre la cantidad de tridngules y cada
“ " figura en la secuencia, ¢Cudl seria y por qué? ;
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TAREA L:

Considere | siguiente secuencia:

AN B AN

g fig2 fig3 fig4

Dibuje |as tres proximas figuras de la secuencia.
éCuéntos tridngulos tendrd la fig. 10, fig .15, fig. 30, fig. 777
£Qué posicidn dentro de la secuencia ocuparan fas figuras con 24, 42y 100 tridngulos?

NS

éCudl es el menar ndmero de tridngulos que pueden conformar una figura de la secuencia? ¢Cual el mayor
EH%S de tridngulos?

Determine de qué depende Ia cantidad de tridngulos en cada figura en la secuencia. Explique su respuesta.
Si se pudiera representar mediante alguna expresion la dependencia entre la cantidad de tridngulos y cada
figura en la secuencia, éCudl seria y por qué?
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TAREA 2:

En la siguiente secuencia se muestran unos cuadrados que van aumentando en tamafio de acuerdo con la
longitud de sus lados:

figl fig2 fig3 figa figs

Du 2 3 4 5

LA B 4

v Detennine la medida del lado de las figuras 6, 7, 10, 15.

v Spel perfmetro de una figura es la suma de la medida de sus lados, ;Cual es el perimetro de cada
figura anterior?

¥ Registre en una tabla el nimero de la figura, la medida del lado de cada cuadrado y su respectivo
perimetro.

¥ §Qué regularidades encuentra con respecto a los datos de la tabla?

v ;Como podria hallarse la medida del lado de cualquier figura?

v ;Como podria hallarse el perimetro del cuadrado de cualquier figura?
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TAREA 2:

En la siguiente secuencia s¢ muestran unos cuadrados que van aumentando en tamafio de acuerdo con fa
longitud de sus lados:

figl fig2 fig3 figa fig5
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v Soel perimetro de una figura es Ja suma de Ia medida de sus lados, ;Cudl es el perimetro de cada

_ figura anterior?

¥ Registre en una tabla el nimero de la figura, la medida del lado de cada cuadrado y su respectivo
perimetro.

+v §@ué regularidades encuentra con respecio a los datos de la fabla?

3v  ;Cémo podria hallarse la medida del lado de cualquier figura?

{ ¥ Coma podria hallarse el perimetro del cuadrado de cualquier figura?
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TAREA Z: En la siguiente secuencia se muestran unos cuadrados que van aumentando en tamafo de acuerdo con la
longitud de sus lados:
En | siguiente secuencia se muestran unos coadrados que van aumestando ¢n tamafio de acuerdo con [a -
longitud de sus lados; figl fig2 fig3 figs fig$s
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' figura anterior?
! ¥ Registre en una tabla el nimero de Ia figurs, la medida de! lado de cada cuadrado v su respectivo
1 perimetro.
' ¥ Qué regularidades encuentra con respecto a los datos de la tabla?
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: M1 P e .. )
(4 pigpo 623Cm M55 6 w Figuca ¥ mﬁm
7 2RCh L o[ 4 ] o | gocw e
1 o 3 L) g,
hoo Aﬁvﬁh—ﬁ.g » A\.m m_ o “ 0 _% nn.usj ﬂ.@c,ﬁ 3 70 0 0
19=419C" 2,0 8:° 15 15 con o /
o e 4 ﬁm - \,.|OL 45, (o meuaow
AR = pCCm 2y Ot Sk R
q ﬂ&g ~4,0Ln .“r!h nﬂw\CB 1
Fi9 L* d)Encoertio o€ : |
u@ il : ) 2, ¢ \a o o
i YgoCr 8 gaineto 52 Ao sne e ce Gl lodo ¥ s\gonds Javge )
o o0 : N\ 5k | i
rig 9100 G te_medida < Pfeimcto Lo soma de s ﬁo#wgw%%wu a medda
ge Smm en S de tos lades,

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII 4 B e e o
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Unilice la siguiente gréfica para responder las preguntas formuladas

m on oEn

(12 posicitn) {21 posicién) (3 posicidn)

1. Dibuje las figuras correspondi

R Bosicreh [
47 Posicred ¢fa B,

aladdySip

’
Ricen

Utilice Ia sigulente grifica para responder las pregurtas formuladas

m o oun

{19 posicién) (29 posicién) (32 posicién}

1. Dibuje las figuras correspondientes a fa 48 y 5% posicitin,

Tove o ponion 3 de nau eMe Z
ﬂmu My :

2. Calcule el ndmero de cuadros de la figura correspondiente a [a 9% paosicidn

Misadies

-

2. Calcule el nimero de cuadros de la figurs correspondiente a la M posicidn
P oM Toder i comided § Codt COCRo

R - ERRR

3, Caleule el pimero de cuadros de la figura de la posicién 100

199 rudioe

Om.. Q_E.mm*:&soauugm_-gnn_ouaﬁg 100
2 ﬂ
o aetie ﬂl

Wﬂ@mﬁminﬁﬁ%m_ﬂﬁnm M PO e T R

AEutasERRTAL R R

4. Expligue la forma como proced|é para la resp

de la preg

Jn Muraes \.\Iﬁvﬂ\ o \

A

; cuel
Oudos gue sesumM, f dRgPYTS

m:. AU D oh_w b _\:.A.w_.._n.d e$
a__,v _c,..

.,_A.._f\ H e __AP

fUime

) Fal5 B

Y
=i
mm‘m

posicc- con un MF memas o  ase ™

/

AL
4. Explique la forma como procedid para encontrar la respuesta de la pregunta anterior
Ay suule gue §L iicne dectid@ (CHCion (Ko
ues mn_%wﬁc v LUCC %_M%So_ Y oTIC delho (o
dn B eppriby Y s ncse e (GO Cint

5. Escriba una férmula que sirva para encontrar la cantidad de tuadros que tiene la figura en cualquier posicidn

/ [ J : |
mc_\nn..‘ m.‘ ME G_ﬂ e ] _..N \Lﬁ.:_\ N ; © pmanc) 3 m..‘..N
| v { !
pu aylo gve L mm‘f .,__h :wv‘h,. Ja Jgum .ux..z.,w_n. L n&..f_nu v h\m..ﬂ.:.t L
- 3 y i Y
do y sl SVoesivass 8 ,"..._ e de cwdos gee dumetn fagaold

>

[ 7 5 a . " s
mod 1 de b posice 7-lg s=lg <. Jg...I00.99y

y
&

,
Jesp’es & Soman  egod dor Momercs

5. Escriba una férmula que sirva para encontrar |a cantidad de cuadros que tiene §a figura en cualquier posicidn
Mivondo  [of coddics e pude Torer ot © abeti|O

de QRN o r pOSICION Ao caddy FIGUC
RN ot e Qs ung legiall

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e === === == === == J
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nombre it A\Fon e 710 [ O Curso_R0%) Fecha b oK it wff

Utilice la siguiente grafica para responder las preguntas formuladas

u u_n
| I L

(12 posicién) (22 posician) 32 posicién)

1. Dibujela figura correspondiente a la 42 posicion

ol T

2, Calcule el nimere de cuadros de |a figura correspondiente a la 92 posicién

ki an i ]

3. Calcule-el nimero de cuadros de la figura de la posicidn 100

gy 1994 Cadeor o0 1y por ) J0O

4. Explique la forma como procedi para encontrar la respuesta de la pregunta anterior |

y

(81

poss fa Eormg mds Ryl es sgéenc e @1 bs
CHyws Y& A& 9y U M my con Tk gue e @l wméo
pogicicn, ¥ Yoe [oy oot o s 04y flenfive T 9o

¢ o : i ] S B
LSO mMERS Ge (o5 (Duyics cm@uc_ b4 mgs B!l \
s famlg(Ee WI'W“

5. Escriba una formula que sirva para encontrar la cantidad de cuadros que tiene |a figura en cualquier posicion | 1
1

ﬂnﬂu_.n..c“m%( b gy !

1

1

1

o Fe-l !
|

1

1

1

g |

NombreBiguan Do Waets  Goscig Curso B0VT_ Fecha 36 /NI 201
Utilice Ia siguignte grafica para respander las pr formulad; )
(12 posicién) (28 posiclén) {34 posicidn)

1. Dibuje la figura correspondiente a la 42 posicién

w5

2. Calcule el nimero de cuadros de la figura correspondiente a la 9% posicion

3. Calcule el pdmero de cuadros de la figura de la posicién 100

fogr. Man -4

4. Explique |2 forma como procedit oara encontrar la respuesta de la pregunta anterior

fues mie  la sSecysntio \ medi de Cuenta que  a

e\ numero se e

sumoBa e\ mame vumelo pero
O
A,\_.L .Jm, -ﬁ-u_qﬁ - U mumgﬁ.;o“ Waunflbr =5
:\.._
5. Escriba una frmula que shrva para la cantidad de cuadros que tlene la figura en cualquler posicién
R
< fosioonzs  noan-A et
6+ b-1=slv
& “kb =0k

!
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COXEGIT GRUIEL BETANCOURT WEHK D = COTEGK? NANTEL DEL SOUORRI ROURIGUEZ TED

m zgazuuaummﬁ N&&O %w@ oo 5! Fecha
Lai?) A

Litllice ia siguiente grifica para responder Ias preguntas formuladas

AN
A N@V A

fig1 fig2 fig3

1. Dibuje la figura correspandienta a k 48 posiclén

)

Nimero de la figura ulql. Ao L_.mmnu
Tow ! __m,m. }
Fgura 2 4 Sog
Figure 3 g . U\%\ﬂ,l
Figite 4 ] s
Py # 4 _ift
Rgure 50 2500 ) }rwz
Figura 253 53909 ) m n
Figura 339 '1488| _m%m.._

- m s Excribarune frmule que Hiive pare-encontrar ta-cantided-de tridngulos pequefios que tiene una figura an

2 Calcule ol nimero de triingulos pequefios de I figurs cormespondiente a la 91 posicién

4h fé{ cu&

i g T s
! 4 :3: o,__u_m

bbb Clevar of 1 A b bwﬁ_l m\&.\_c%ﬁ.&?

cualquier pasicién

Tomado'debSohziler; €. (2012) Def teaguaje mrtwu of Leagocje digebako, £l significado de ik m
vomicive; "Ons propumsts didictice sede o iﬂvﬂiﬂi &,%

Universidad Nacional de Colombla. Bogotd.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Tomadaide: Ganzdlez, €. {20113}, Del denguaje naturef of Leaguaje algebraleo, £l significoda deda . |
§5§§;30_§;<§&§ v
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" COLEGIO GABRIEL BEFANCOURT MEJIA [ED — COLEGIO MANUEL DEL SOCORRO RODRIGUEZ IED

nombre WM A&WIz0 Mg i CHex

9@%|O.U1 recha 0L Joliemt

Utilice la siguiente gréafica para responder las preguntas formuladas

fig1 fig2 fig3

Dibuje Ia figura correspondiente a la 42 posicion

3. Llena la tabla con los siguientes datos

Namero de tridngulos
pequefics

Figura 2 ¢

9
1 22 g
Figura 9 WM

Numera de fa figura

Figura 1

Figura 50 3500 . oy
Figura 253 @J&QJ @ )
Figura 359

123831

4. Expligue a forma como procedié para encontrar a respuests de Ia pregunta anterior
L_Q._C.\m @.&C«C
L P bl oy ol Saerst g
4 \ﬂ.ﬂ. \Ea‘@m_,ﬂc‘ﬁ\c el pmero w\nu\ _f £ mcﬁw
W T g W S Y e ﬂb\r el uTfL
ﬁ\m.\ .WS‘QJ&&Q

2. Calcule el nimero de triangulos pequefios de la figura correspondiente a la 92 posicion

M\\ &:w&nﬁ\

g7« rptio DY &1 f posctn

5. Escriba una férmula que sirva para encontrar la cantidad de tridangulos pequefios que tiene una figura en
cualquier posicidn

coNumeo e kg E9Y

Co

N

Tomado de: Gonzélez, E. {2012). Del Lenguaje natural ol Lenguaje algebraico. E! significado de i
varighle, Una propuesta didactica basada en el Planteamiento y Resolucion de problemas.
Universidad Nacional de Colombia. Bogota.

Tomado de: Gonzalez, E. {2012). Del Lenguaje notural al Lenguaje olgebraico. £l significado de lo
varichle. Una propuesta didactica basada en el Planteamiento y Resolucién de problemas.
Universidad Nacional de Colombia. Bogota.
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Observa el pisa de las siguientes habitaciones y las baldosas que lo forman

Habitacidn No. 1 i

Habitacién No. 2

Habitacién No. 3

1. Dibuja la Habitacién que sigue

:.WHI ce b i

.U‘..‘”U#« f I &L Cend C(F.ﬁ._

‘ L © vl o

W&Dﬁf ﬂﬁunﬂ
Rﬁ:ghﬁa%g_ﬁ

= 3%5

_Lr.,., ™

| LW R T Tl
2 Uena la tabla con los siguientes datos
Nimero total d Namero de baldosas Namero de baldasas
bald Oscuras blancas

Habitacién No. 1 a 1 ¥ |
Habitacién No. 2 \G q 17 |
Habitacion No. 3 75 ] G |
Habitacién No. 4 =5 \6 20 f
Habitacién No. 20 [ Ta) 28 [ ¥ |
Habitacién No. 100 116260 2320 [ 829 |
Habitacién cuslqulecndy € 3 20 | 24 |

3. éCémo se va obteniendo el nimero total de baldasas?

motiel cordo Y @marco QO e

4, iChmeosevaob do e} de bald oacuras?

M dlcos o (ontidad o el do. _c
Corh 0oy

5. &¢Cémo se van obteniendo el nimero de baldosas blancas?

Aarematdo Y paldeay g oot egung

A %tgggﬂ habitacidn?

mhclconds  fo & o o la hobfoccn
ok H,m todgol  Cloweol

b.- dcdmo se puede encontrar la cantidad de baldosas oscuras para esa habitacidn?

iiﬁé& lo conhchd 0%0 elruneio
NODraceR -

. dcémo se puede encontrar la cantidad de baldosas blancas para esa habitacion?

Omonrad 4w delu conhdod e bt
Ke ' pioe a

7. Escriba una operacién con la que se pueda encontrar;

2. Lacantidad total de baldosas para cualquier habitacién

D Biu = |2l
?%ﬁ#&ggﬁg

b. Fn!E%ZESlEER-?zE?

1] « X: tolo ot boldeos
ﬁ\ D ma«ﬁ, o:(e [\
§ O

¢ Lacantidad de baldosas blancas para esa habltaclin

(brhdod e Lalgkaly
® o hobracg

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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_ﬂ Nombre () #__rnﬁ AlForBo il Jfex cursa 89% recka ¢
I

1

2. Llenala tabla con los siguientes %L Q
| H Nimerototalde | Numerode taldosas | Mumero oe baldosas
- :\C 1 baldosas Oscuras blancas

~|i | Habitacion No. 1 1 2
“Habitacign No. 2 / .+ e HW
| Habitacion No. 3 | 9 15
| Habitacién No. 4 i Lo
| Habitacién No. 20 14 6) a8t

Habitacign No. 100 Jooo 30t _

| Habitacian cualquiera e N-©

3. (Cémo se va obteniendo el nimero total de baldosas?

wis o [Tolicqslo 19 babbsss Tyl for 15
JglBUS oviaonyles A& s

4, ¢Comao se va obtenlenda el numero de baldosas oscuras?

Do It Pl condo 1y el nvmeno Sy Ny Tyan M
s ST

5 ¢Como se van obteniendo el nimero de baldosas blancas? o _ Jw\‘
g gl o 10Tyl e Sy l/esgs feveTe 1
Aellosas OSLUgs & Sty e © 1tode

Gaisaras blyacas

a. {cémo se puede encontrar la cantidad total de baldosas de esa habitacion?
0% ST fondes fo hubs Sun igugls o
SIS £ MOfT plicy por & MK
¥ gy B ok @I /eityvD
b. écémo se puede encontrar la cantidad de baldosas oscuras para esa habitacidn?

e so IR VT iys prlmpeds baidusgs S s §

-

¢ 3 \w@hu\n\,ﬂ\ u\v._

/ 19T7/034 iy fﬁb a9 lys  dyluo
85 Wmp (0 a9 s Ji%%h gyrtes
€. ¢como se puede encontrar la cantidad de baldosas blancas para esa habitacién?
pes Gl wmge ToTSide Kilcosys (@ veTO
s g kiosdS MY s Y OGr @St @ JSuffydo,
C je Suny (g ki qys  oxTRois (g de ks
i) § QBRG] gy 01 b7 Gy §

7. Escriba una operacién con la que se pueda encantrar:
5 &

a. lacantidad total de baldosas para cualguier habitacion
[} :
Lol
bidosas e oxiques Byd T
| = byrdosus Q@nc&%&? gé. 1Y

b. lacantidad de baldosas oscuras para esa habitacidn

ST oy

wbr

=1

Tmes (e —w i i on z papebrigt T=TP1°
Reamee ve g okl TR daos

c. lacantidad de baldosas biancas para esa habitacién

T-N=0

T Duigraidd i
CLIRGE dC g s

gl ot

@ lgocds

Tomado de: Intreduccidn temprana al pensamiento algebraico: abordaje basado en la
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1
|
]
-,, Ia figura que sigue en la |
||||||||||| ﬁ 1 ! 1. Dibuje 2 %y omn 1
........... & e R —— p T g o
||||||||| Curso h . " _ | Q0 dJ oo 0 " aevc OO 1
o, Y 5 la secuencia Lo | L]l gog o0 el JMM@ oAra (o |
[ Mombre Soug, Firadb L. Dibuje s figura que sigue en Lo el 88850 se g it
! . ecuencia ) [} “ral “ | | S8 8 Ovﬁ ngm._. el il 1
! Observe la siguiente s w_m bk Mw.ituz ' Lo L& 1l eee | -4 % . !
O | e - -
1 eso0 o Iila Ve vanzer el . LY 11 _ et on el mismo sakin pero que no “
| eo0o0 BEEE el s - L sadle s s prngon dlbujar  sesuencls. !
| HE LI . Ede heaeey - 2 Esﬁiiﬁss_ﬁlnﬂﬂﬁa.ﬁﬁu_ e =H Pecopa que "o “
| o0 2 n=3 o 1 1 % ha visto. Haga su Tcl - F vl 1
=2 6n pero que no [ o @Ona a 4 o 1
1 n=1 n ; té en e mismo sal | | YN[ e ﬁDn i 1
“ ia como silo hiciera para m_nEa-__“_“M_n_w:_uq la secuencia. “ “ mWﬂQ @@mﬁsfﬂ fQ ﬁwﬁw@ﬁﬂ Bl ' ﬂm, du “_D wqgmq o Lm ﬂcﬁ.:....m “
“ 2. Describa las figuras de la m,Mn_._.._nn_”nS_ forma que esa persona pueda \_Lm dﬁ_qc...: n.._,w\.ar.:uq M “ Yo OO €S a 3 oM 1 ror e AUPL.,._O.. =0 la al{yyr 3 1
X ipci A S P Am X 1
“ ha visto. :uﬂ - cclumng o lvime HHF i Foede | swf, m | _ Mnnﬁﬁqﬁm &M@Q«D e nimerc de !
1 wla  LFd v | { coma ¢ | ! oas
“ m.n _P ﬁ:,;.sa : QL‘\,_H..L. Yu._ .hu‘ =L \OJ‘L np, } _‘u Wﬁ“m_w\.l,r. m“ﬁ. “ “ /Q 5 “
e agy, Necy 4 | ‘ . A rmay el a I “ H , o “
1 e v 1 secusncia 0l
| it ' S : '
“ y herizg “ “ 3. Escribs una regla que ayude 3 /. Pouelen Py w.pm..l‘vl“
[ Vehegl s S o . uveio Ao baye de i mente Porg !
| LESE A (i P ict‘%?ﬁ B, B Voo susecuo ® ol Pl _
' ; Gt . [ e, [ de ailuecd, v A ot Pliray 1
struir la sec tecy i 1] ) ben @ 3
| Escriba una regla que ayude a con / b ool de L Lo e\* aymes o, Eembo, o lam el U g
1 3. Escri 3 = + o r O Q.
130/2 [ —— 1 ! Secu@ncidr, 1 clem - |
1 i (o  eg  eqe it N 2 Fiaura \ 88 lopdole 23
e He gy Frg U proyar ol Ao [ d . _* el TS aupnen 2. 2%3 el
! Fov i wq)._m.wﬁssﬁ = M ’ Vo o Po — !
1y & | . 1
1 ! total de 74 !
| L datos i S !
T de puntos intos o6 |
| . & :manrgnu:.ang_ _:_-%5 jls ﬂ___Nl \5 “
! 1 .
=1 1
I datos | blimsns da puntoc an i b n o) 0 I
| 4. Liene la tabla con los T Mismero de puntos en thE_n s _ucu = ' “ nei 4 4 70 '
| Posicidn 7 la base ] — “ h n=3 = 10 ACL O “
“ — — 4 o [ o T |
1 n=1 3 X - m 1 “ n=l0 \OL 40 |
! P T 7 m..n\\. Lo n=100 Y| 4t |
“ n=3 —- i % Toie0 Lo e picion afgmen=loyn=gn |
| = N 100 L7F ! puntos se necesitan para os alina —_t !
| n=20 1 1) # 53 L% [ s s sot pase  Pon /E |
! n =100 T 4 [ Por 40 1
“ Cualquier posicién n"i5| = T Ty 1
1 para la figura n =10y n = 37 “ “ n= 10 ,m_u -—.mom “
! se necesitan 1 |
| 5. écuantos puntos “ | ! g |
! ’ G \ Hone 33 |
“ \.uc-#.?. 162 :0 1 “ en cualquier paskcién de la 1
1 L e 37 —L_Dn “ | ra hallar la Gantidad de pur " ’ “
“ 1 “ “ 6. Escriba una fsnmula matemdtica que sirva pai - ﬁQ Losu eon ﬂﬁ_ “
1 \ 5 ' A : |
! Ia Vo secuencia. =\ aumero 1o 1o beibe | |
| ualquier posicién de ! r < s Ae 1m
“ irva parahalac In cantided de puritos en o o 1 mvn».wnun :z.c_.._;ﬂ?\n. &\ (unvero erda L o |
_ la matematica que s ) - b \e aur £ K
| 6. mmnlrﬂj:m férmul i v aa,, ahe __b A b:ﬁ.« ) “ “ ) e AJG gmm . wm “
! uencia. f “.._‘. y vin = et 1 ;o So cayf
! e __ > la 2! J‘ / m__‘wm. *7 A A o Qh. “ [ Dnu%n\ e
Mg Vg, 8 1353 2 e a s pafs Hogs Lo cade  fsic, s
! Mphes Lase r Do .
! Se !‘.s:_ P .
! %50_.
| ", m_@xu ALY
||
1
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Curso Y] Fecha 14

1. Dibuje la figura que sigue en la secuencia

es/® g le

2. Dascriba las figuras de |a secuencia como sila hiclera para alguien que estd en el mismo saldn pero que no lo
ha visto. Haga su descripcian de tal farma que esa persona pueda luego dibujar la secuencia.

_1 4 s e iley ,
?.u.. Wﬁeo__% texcialos o1 Homs e é@mm,\
Duw.. Fas 4868 (vatmo ¢igvbs en Ras vt &&M
.nutwncr._&ﬁﬁ Lo Lises &7 {2198 g Cu 409

2. Describa las figuras de la secuencia como si lo hiciera parz alguien Gue esté en el mismo saién paro que no fo
ha visto. Haga su descripcién de tal forma que esa persona pueda luego dibujar la secuencia.

R ewprezs won g gl Qoe 20 e § oo e @R oy

aborse @ (o cha TOWO, va oumentand®  (n e houa

OXYtoo () O hocio el Viedo, &n &fe 20w la PR (=2 ferdia

2, Yot accba 4 3 hato € 0do Y OGN WA anenke,

i . : & ladn
E5 =5 Tendod © hoao occka y ¢ hoaa Rlado.

o

3. Escriba una regla que ayude & construir la secuencia

e ls @4 VR0 Gt c_,_a__ng.
W.N_._ﬂ:d y sl sumy el vqlr M Smo oe N

3. Escriba una regis gue ayude 2 construir la secuencia
Tiemple Xiere QR < Avcreriordd ) afeo de Qurdots, b le deloe. vvpr
oovoso Otelg y akee voen & \odo

pe _
H L
|
4. Llena la tabla con los siguientes datas |
Posicién Numerc de puntes en | Nimero de puntos en Namero total de f
la base la altura puntos
n=1 ra 1 2 | Posicion Nimero de puntosen | Numero de puntos en NUmero totai de
n=1 3 2 [ la base la alt puntos i
n=3 g > 72 nEd A — m |
n=4 5 4 W n=2 i 3
n=20 21 20 20 in=3 A 12,
n =100 iol 100 900 | fn=d 5 40
Cualquier posicién n 0l ) Dtir n L n=20 24 A0
- n=100 101 10 400
Cualguier posicidn n )| 24 Q»uhu ?

5. feudntos puntos se necesitan para la figuran =10y n = 377
@ e T 1o purtes fag g ¢ A=10
Y faty 1q ©9NQ N-3p s sty 1900 porTor

5. ¢cudntos puntos se necesitan para la figura n =10y n = 377

=10 1410 R o= NecesiTin
N=3T 140 Ootos & Neces™wn |

6. Esgriba una férmula matemdtica que sirva para hallar la cantidad de puntos en cualquier pasicién de la

secugncia. bui?n?n\m i)

j 6. Escriba una férmula matematica que sirva para hallar la cantidad de puntos en cualquier posicidn de ia
ﬁ b @ ' secuencia.
. t T ] e Motheleordo bose foc dftoo
i =3 S MamPie
oty o fy Forvlg o gl S ot € iy

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
“ 4. Liena |a tabla con los siguientes datos
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

\N).NOMFMC g
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1

_1 m 4. Llena la tabla con los siguientes datos

T = Posicidn Medida delabase | Medida dela altura Area
x ) T Fpural 7 ]

|, A s ke ) e Higura 1
Nombre _| AT i 7T WS »ym, { Curso S Fecha _t i = 5 w
Figura 2 ¢ O m L

Teniendo en cuento que el drea de un triangule es el producto de Ja medida de su base por su .N
altura, dividido en dos_ Uitilice 1a siguiente grafica para responder las preguntas formuladas Figura 3

b q ~w~
Figura 4 @ HN ﬁwm.

Figura 9 z
5 18 4 P
6 Figura 47 ; "
L b dt 11 It
i, . Figura 110 10 m_wO uuhm%
2 4 6 3
Figura n + -3 )
fig1 fig2 fig3 -~ fign ;__: N+ ?.3__5.#..& !
" . A . 5 5. Describa las figuras de Ia secuencia como si lo hiciera para alguien que estd en el mismo salon pero que no
Area = 3 unidades® Area = 12 unidades” Area =27 unidades

las ha visto y explique camo ha llegado a sus respuestas. Haga su descripeion de tal forma que esa persona
pueda luego dibujar la secuencia con sus respectivas medidas. ey 17, 419200 M. L
. y by MVE Y By g dy
X Nged B9 _ i
Eigua 13 bee A rringio D4t i gl e
y & ‘ s, o el Tt
£igviy L buSe LIS P4] diiby Y WO TA 3 Y

| . @ by Yoo Maeq 4 )
| Egvq 32 futer DY s qeld /iy yebs Yigeq 44430 pey w

1. Dibuje la figura correspondiente a la 42 posicion y determine su drea

&‘ C .
Elgurq 3 dse § FHndogues s 44, dq' 18 e 49430 JCuleTiig d
ol do ly dase

{ T 5 oy o Yue
Cluuy T-Aitny js el ™m0 1049 | :
Erguig L5 kit dog Trany olos & o ugd _ B ks
€194 q.\}_?é..qﬁ\nmt?gmc_i e o, uyudl .

4 s
Figviy gopig tvaFO towgilr 1 o quusdl [F g >

AT
6. Escriba y expligue una formula matematica que sirva para encontrar las medidas de los triangulos en la base,
en laaltura y el drea que tiene una figura en I posicion n. N St de e Lo

i

o dy o

AEY €5
(ntn)s ()52

q el

3. Calcule las medidas de los triangulos de la figura de la posicion 30 y determine su area.

1 \V fiek=

Tomado de; Gonzalez, E. (2012). Del Lenquaje noturol of Lenquaje aigebraico. £l significado de fa
variable. Una propuesta diddctica basada en el Planteamiento y Resolucion de problemas.
Universidad Nacional de Colombia. Bogotad

Tomado de: Gonzalez, E. (2012). Def Lengugje natural ol Lenguaje cigebraico. El significado de fa
varioble. Una propuesta didactica basada en el Planteamiento y Resolucién de problemas.
Universidad Nacional de Colombia. Bogota
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Nombre _Wuim_mf ﬂbqﬁuko .MowP

SN Curso_3c/! __ Fecha

__.uaaa&naﬂgiain__niqieaiﬂcaa ¢f producto de lo medida de su bose por su
altura, dividido en das. Utilice la siguiente gréfica para responder las preguntas formuladas

é_l_ 1A\ __@.

fig1 fig2 fig3 - fign
Area =3 unidades®

Area = 12 unidades? Area = 27 unidades?

1. Dibuje I figura correspondiente a la 42 posicidn y determine su drea.

o

1 Aees - 1244 &mﬂlm“b_% vadyr’

—r—

1. Colevle las medidas-de-los tridaguloc de | figurs- sorrecpondiente B 1a 92 posicidn.y determine su ifea.
Al ?m 7

o

Aren~ 208488 =7 = L3 umphde’

3. Calcule las medidas de los tridngulos de ia figura de |a posicion 30 y determine su drea,

Ph;__cxnv r.anu
_er.n\ I m.o

Arex . 00+ L) - BloG~7 400

wf ‘Wc.ﬁ km n_\\cC e em\K
a3 Veces L e e H._ lGe@
\ ,m U.,:n r<nhn\W m_ _?,.n Q\&. la
.»wc_\ﬂ.’

*.mx ﬂ..wx ..U_._.X....-.MH -._m

Tomada de: Gonzdlez, E. (2012). Def Lenguaye natural ol Lenguaje algebraico. El significado de la
vurioiie. Una propoests dickictica basade en et Panteamiento v Resolucidn de protrienmas.
Universidad Nacienal de Colombia, Bogotd

4, Uenala tabla con los sigulentes datos

Tosidon Medidadelabase | Medida delasiture Area
i 3 -
4 1 4
aic 4 g 2
i R 1 42
w 1 i} 741
el 9y 14} 66 13
i 730 330 16300
bl 14 2l 142

5. Describa las figuras de ba secuencla como sl o hirlera para algulen que estd en ef mismo s3ldn pero que no

las ba uistn y expliqie ciona ha Usgida 3 sus cespuastas  Haga utdaserintiAn de tal farms;quue esa persona
pueda |uego dibujer 1a secuencia con sus respectivas medidas.

SeUPNtI Lm [y t\q_. %_\. &K« allar lq Em%%n

ma \w

?\_ﬁ_ bee v ab dbe  allw ¢l Hrea
U {

’

dt { SLF _”__\n

% Wwy i N@ “___5 I musﬁio / \sr

ua\_km a &0

6. mun._a:aa__nﬁ una férmula matemdtica que sinva para encontrar las medidas de los tridngulos en la base,
en o altura y el Area que tiene una figura en ka posidion .

Ty medde . farg Loice v sl Hf

3___._11;.2 l A s \u\q\oo r.:e wher g Ec:%rmq:
np_ \_M_ \.me__x.%_ %ox_mw ﬁ:.m%m_ h..\a ._\m \\h__h\\_.\\b.\s«.&... m\ A tala

%g e si. G2
fi Wiltphiar (bd)y e $2. GAT L G0 s s

Temado de; Gonaéler, E. {2012), Def Lenguaje notural.al Lenguole aigebraico. El significodo de iz
variable.. Una propuesta diddchica: basada en e Planteamiento v Resolucidn: de problemas.
Universidad Nacional de Cofombia. Bogots
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Nombre

Curso_ B0 Fecha }L __&_kmnma_ 14 aves

1
I
1
1
L
1
1
1
I
1
r
1
1

“rmozmac y Carolina participan en la 1?. de boletas para ingresar a las funciones de un festival de cine. Las
\boletas estdn guardadas en sobres, cada uno de los cuales contiene el mismo nimero de boletas. Leonardo,
“n:mm: va tenfa 7 boletas, gané 1 sobre y Carolina, guien ya tenia 2 boletas, gano 2 sobres. Si ahora los dos
| quedan con el mismo niimero de boletas, écudntas boletas contiene cada sobre? ...

1
1 Resuelva este problema, jsin usar dlgebral

Nombre N. Baletos N . Schres
L eonardo 1 - A

L
QDﬂO/r.q./g QI
,\,_14w|ml\-\ €n cada  Scbre {J 5 bdelos
f g rmo,;&@o Tere  #F

Pov que S\

RBaelos Ty e O sobY e

Rra\=5 Ba M g - sn Lv o _‘ﬁoéfg que
a\* glasy -

N cade

Se

5dbre, ..ﬂn.;,w. .r toelos

mo:o T SopYes 4on it.

Colegio Gabriel Betancourt Mejia IED - Colegio Manuel def Socorro Rodriguez IED

Nombre giggg Curso ¥ __ Fecha {]:44-§tdad {4

leonardo y Caralina participan en la rifa de boletas para ingresar a las funciones de un festival de cine. Las
boletas estdn guardadas en sobres, cada uno de los cuales contiene el mismo ndmero de holetas. Leonardo,
quien ya tenia 7 boletas, gand 1 sobre y Carolina, quien ya tenia 2 boletas, gand 2 sobres. Si ahora los dos
quedan con el mismo numero de boletas, ¢cudntas boletas contiene cada sobre? ...

Resuelva este problema, jsin usar algebra!
(0 coe e, & bR
gw De Fednd De G

.

g Qo&o, { d%i@

o o oot Gady S e e kb s v g
ol admeo 0no ;rﬁs oava. fhh oo doba G0\ wele *
Lesnade ;_rﬁn% MmaVe & e doloo lo Baﬁ_,u nw“,Q _Mo emmv..uv
ottt de. cowola®, ancondo oo legpe L A

Y e dy cuenia Qe S8 esa @) coxcectOy
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Nombre (1) 1 TEv AIBONSO Mg T 1 (8Q0urs 0 Fechal¥/lfssecad 19

Leonardo y Carolina participan en la rifa de boletas para ingresar a las funciones de un festival de cine. Las
boletas estdn guardadas en sobres, cada una de los cuales contiene el mismo nimero de boletas. Leonardo,
quien ya tenia 7 boletas, gand 1 sobre y Carolina, quien ya tenia 2 boletas, gano 2 sobres. Si ahara los dos
quedan con el mismo nimero de boletas, écuantas boletas contiene cada sobre? ..

Resuelva este problema, jsin usar Zlgebral
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